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Introduzione

Alcune notazioni e terminologie

Sia E un insieme lineare, se a ciascuno degli elenxé]1E si fa corrispondere il nume|||(x||
soddisfacente alle tre proprieta seguenti:

1. |x|z0;[x|=0 se e solo s& =6 doved & I'elemento nullo dell'insieme lineare E.

2. |a|=|all)x per xOE e per ogni numerar (reale o complesso a seconda che E sia
reale o complesso).

3. |x+y| =[x +|y| qualunque sianx, yO E; si dice che E & uno spazio normato e il numero
|X| si chiama norma dell'element.
La (3) si chiama disuguaglianza tridagoed implica la (4).

4. [x=yl=[ ¥~y in particolare |x~y] = x| -[y]
In uno spazio normato E si puo definire la nozidnkmite:

lim x, =x se e solo se nIiﬁrg” X [x0

n- oo

Dalla disuguaglianza (4)}x,| -] < |x, = | si evince che

im ] =]

lim|[x, - X =0 =
im|x, - X=0 = lim
Inoltre: se la successione di elemexjil! E converge ad un elementd] E , essa soddisfa la
condizione di Cauchy secondo la quale

Oe>0, ON =N(e) taleche |x, —x,[|<e sen,m>N

L’inverso, in generale, non € vero; esistono spagari normati in cui si possono trovare
successioni di elementi che soddisfano la conde&@irCauchy, ma non convergono a nessun
elemento di E.

Uno spazio lineare normato E, per definizionejc @ompleto se ogni successione di elementi
x, U E e soddisfacente la condizione di Cauchy convedgeaelementox U E .

Uno spazio lineare completo si dice anche spazigadach.
L'insieme dei numeri reali € uno spazio di Banach [ =|x.



1. Indicheremo corC (a,b) lo spazio lineare normato delle funzioni contiisud’intervallo
chiuso[a, b] con norma

[ ca = maxf () @)

C* e lo spazio lineare normato delle funzioni congiisull’asse reale, periodiche di periogn
ed aventi norma

[7],. = max] 6= _max| &) @

Osxs2m as x< at 217

dove a &€ un numero reale qualsiasi.
Ovviamente la restrizione di [0 C* sull'intervallo [0, 277] appartiene & (0, 27); il viceversa

non vale in quantd [0 C* implica f (0) = f (272).
Una funzionef 00 C (0, 27) soddisfacente la condizionie(0) = f (272 , Jopo un
prolungamento periodico di periodrn , si trasforma in una funzione @Gi*.

2. SiaQ un intervallo aperto, eventualmente non limitato.
Indichiamo conL' =L'(Q) Il'insieme delle funzioni reali o complesse assaugnte integrabili
(in senso improprio) i .
Se si suppone che le funzioni siano integrabilisegiso di Lebesgue, tale insieme si indica con
L(Q) .
Le proprieta che otterremo per le funzidhiJL"' sono valide, con piccole modifiche, anche per
le funzioni f OJL.
Il simbolo f OL'(L) significa chef OL' o f L.
Lanormadif OL'(L) e definita come segue

[£]. =] f (0] dx (3)

Q

Se f € una funzione complessé(x) = u(x) + jv x ( gllora
[£]. = [1F 0 dx= [ (R+ V(3 o
Q Q

L’elemento nullo e una qualsiasi funziofle= @ x (¢r la quale

j |6(x)| dx=0

Q

Pertanto inL'(L) due funzionif e g che non sono identicamente ugualCnvengono
considerate equivalenti se differiscono&@x .( )



Tenuto presente cio, non é difficile verificare ¢h€3) soddisfa le proprieta caratteristiche di
una norma:

i) [f] =0;|f| =0 implica f =6;
i) |oCF|| =|a|dif|, per ogni numerar ;
i) Se f,gOL'(L), allora f +gL'(L) e

[+l <It]. +[gl.

Sef,f,f,,..0L'(L) allora

[, = £ = [1 09 ,09] dx (4)

Q

e la convergenza di, ad f nella metrica diL'(L) & equivalente al tendere a zero

dell'integrale a secondo membro della (4).
In questo caso si dice chie converge af in media suQ .

. ConL',=L",(Q) indichiamo I'insieme delle funzionf reali o complesse definite ¥ tali
che:

i) i loro integrali suQ abbiano al piu un numero finito di singolarita;

i) siano a quadrato integrabile, nel senso che

[ (9] dx< oo

SeQ é limitato alloraf OL",(Q) se il suo integralef f (x) dx esiste nel senso di Riemann o se
Q
ha un numero finito di singolarita, allora il quatlr del suo modulo €& integrabile in senso

improprio.
Lo spazioL',(L,) & uno spazio normato con

o
11, ={ [l

Sef,f,f,,..0L(L,) allora

, Y2
.=t =U|fn(x)—f(x)| dx)



La successione di funziong OL',(L,) converge af , in Q, nel senso della media quadratica
se l'integrale a secondo membro tende a zero.

Osservazioni

1. Se fOL',(L,) eQ e limitato risultaL',(Q) O L'(Q) .
Infatti si dimostra che

be:
100 dxs|Q|%(j| f(3° d)ﬂ

dove|Q| denota la lunghezza dell'intervallo di integrazion
Per esempio s@ =[0]1] allora

iaDL'(Q) sea <1, %DL'Z(Q) sea<%:2a <1
X X

Se% <a<lalloral<2a e quindiiaD L',(Q) mentreigD L'(Q) .
X X

Sea >% aIIoraiaD L',(1,+o0) mentrei[7 L', +) solosea > 1
X X

1 : 1 :
WDL 2(1,+00), WDL (1,+00)

2. Sidimostra chd.',(Q) non e completol(,(Q) & completo).



Serie di Fourier

Questo capitolo é dedicato allo studio dello s\plum serie di Fourier, I'esposizione della teoria
sara concisa ma sufficiente per le applicazionpétimroblemi della fisica matematica.

La ragione per cui la teoria di Fourier relativl aviluppo in serie di funzioni trigonometriche é
molto importante nella pratica & che certi tipfutizioni discontinue che non possono essere
sviluppate in serie di potenze possono essereppate in serie di Fourier.

Inoltre tale serie € divenuta uno strumento indispile per I'analisi di una vasta classe di
problemi (fisici ed ingegneristici) relativi a femeni vibratori e periodici.

Serie di Fourier (L' ESSENZIALE)

Assegnato un segnale x(t) di periodo T, il ségdafinito nel seguente modo

T T
t -——<t<—
X(t) 2< <2
%t <
T T
_ 0 t<—E,x(t)>E

e detto “segnale base”. Si osservi che

X () =- X(t){u[t + gj - U[t _gﬂ = X(t2,71) (t)

Un segnale periodico x(t), di periodo T si pgprimere come somma di traslate del
“segnale base” :

X(t) = ixo(t -nT).

Se T e il periodo dix t(,)sono periodici dix t( Janche i multipli interi di T : 2T, 3T, ..., nT, ...
Il piu piccolo numero positivo T per cuix(t) =x(t—-T ¢ detto periodo fondamentale o lunghezza
d’onda.

Se T indica il periodo fondamentalelu = f é detta frequenza fondamentale

.I.l
( misurata in periodi ( cicli) =Hz) a):% =2 f e lafrequenza angolare

. rad
( pulsazioni al sec.) —.

sel(



La serie di FOURIER pex(t) E’ DEFINITA DALLA RELAZIONE

00

X(t) = 3 Z[ak cos— +b, smkl—nj

k=1

dove

|
=1 X(t) cosk|—77t dt;

a, :%ll[lx(t)dt;
a =7]

j Xt )sm— dt.

Se nelle espressioni precedenti si pdreeT/2 | risulta

ﬂ—k—t—ka)t a):%

Pertanto
x(t)=% +> (a, cos kat + by sin kat)
k=1
2 T/2 2 T/2
a == j x(t)coskatdt; b == j X (t )sin keddt
T -T/2 T -T/2
oppure

20 2% .
=— | x(t) coskatdt; =— | x(t)sin ketdt
8 =[x b T{ ¢)

0



La forma complessa della serie di Fourier € data da

X(t)=> e, C,=N, ¢ 3~ b o w= o
=~ 2 2
ovviamente
1 2 T/2 1 T/2 '
¢, ==|= j x(t)(coskat - j sinkat)dt | = = j Xt k4t
2| T -T/2 T -T/2

Se T=2n & «=1 quindi

+o0 _ -ib 17 B
=Y cel, ¢ =2, ¢ =%"Pe- 2 et
=26 0T G 2n_jnx()

RIASSUMENDO
Un generico segnale periodicgt) , reale e complesso, € uguale alla somma di infaegnali

esponenziali complessj t (gon
X (t) = g™ k=01 2,...

Detti COMPONENTI ARMONICHE o0 ARMONICHE ELEMENTARI EL SEGNALE
PERIODICO x { )le cui frequenze sono multipli interi della fregaa fondamental#/T :

f =kt =K
T

Si osservi che le funzioni

e = coskat + j sinkat

111
Kk f

x|

Sono periodiche di perloaie— %

8|:|

Se esprimiamo i coefficienti delle componenti aricba (armoniche elementari) in coordinate
polari, si ottiene
- |Ck| o 1%

.| =%1/a‘f +b?  tang, = —% P, :arctana—kiﬂ



Se a, = Osi ha sing, :ﬁ“ da cui

¢, =n/2  seb <0

$.=-m2 seb >0

Quindi
x(t) = §|Ck| l(ket=¢,)

da cui

X(t) + X(t) = 2Rex(t) = 2c,| coskat - #,) = /a2 +b? cogkat - @)

Analoghe considerazioni sono valide per le armaniglementari
X(t) = a, coskat +b, sinkat

Infatti si ha

X (1) = y/ag +b;

S coskat + B, sinkat |= A coskat —@,)
+

Jai+b? al +b}

dove
_ [ __ 3 - B
A =ya b, cosp, = o sing, = i

da cui

tan¢k=& equindi ¢k=arctan&iﬂ

A a

Se si pone

sing, =L, cosp, = B

2+ 2+



si ottiene
X(t) =sin(kat + @, ).

Infine si osservi che la posizione precedenteixa@at sing, e cosp, sono suggerite dal fatto che

) (=)

Le armoniche elementari con I'indicazione esplidédia frequenza si ottengono
sostituendow con 27f .

E utile rappresentare un segnale complesso
x(t) = Aexi]j (271t + ¢

come un vettore che ruota intorno all’origine ni@inm complesso, con velocita angolare costante:
- rad
I=21f =w —
se
@ é detta fase iniziale, rappresenta I'angolo cketiore forma con I'asse reale al tempo t = 0.

S=2mi+p S=2F=wa

10



Le espressioni

|| x(t)||:];|x(t)|2dt e P:%;ﬂx(t)th

Sono rispettivamente dette energia e potenza debée x(t) calcolate sul periodo T.

Nel caso di un’armonica elementare espressa ind@omplessa si ha

| x| = H c.e’ HZ = hcke"k““zdt = ]|ck|2dt =Tle,|”
0 0

da cui P=|c,|’
Nel casa di un’armonica elementare

X(t) = a, coskat +b, sinkat
si ha

1

;
” X(t) ”2 = ﬂak coskat +h, sin kaI|2dt :EQakF +|bk|2)r
0

e P=Z{af+hr).

11



Cominceremo il nostro studio con i concetti di besdativi alle definizioni di alcune proprieta dell
funzioni a valori reali.

1. Funzioni continue a tratti

Definiamo il limite sinistro di una funzione ad usala variabilef (x) in x, come il limite finito di
f(X) se esiste, pex che tende &, da sinistra, ed & denotato d#x, ):

f(xo‘):lhin?J f(x,—h conh>0 (1.2)
Analogamente, il limite destro é definito come
f(xo+):lhirr(|J f(x+h conh> 0 (1.2)

(Questo &€ mostrato in Fig. 1).
Notiamo che sef (x) e continua inx,, allora

FO6) = (%)= f(%)
Cosl, per esempio, la funzione (in Fig. 2)

X Ex< 1

f(x)=
() xz—% < x< 2

ha il limite sinistro f (1) =1 e ha il limite destrof (1") =%.

L’ampiezza del salto (discontinuita di prima spgciee accade ix=1 é:

flr)-f(r)=

N

12



Fig. 1

>

f(x)
f/ﬁjﬂ

| Flxg)

)

U —————— —

Fig. 2

f(x)

f(1-)

fll+)

Fig. 3

f(x)}

|/
\
1NN
1N\

\

Una funzione di una sola variabilig(x) & detta continua a tratti (piecewise continuousun
intervallo[a, b] se esiste un numero finito di pultF x < x, <...< % = b tale che laf (x) sia

13



continua nel intervallog; < x< x,, e i limiti unilaterali f(x,")ef(x,, ) esistono per ogni
j=1,2,3,..n-1

Una funzione continua a tratti € mostrata nella Big

Le funzioni comel/x e sin (I/x) non sono continue a tratti nell'intervallo chiydel] perché il
limite unilaterale f (0") non esiste in ambo i casi.

Se f é continua a tratti in un interval[a, b] , allora &€ necessariamente limitata ed integratile
[a,b].

E facile verificare che il prodotto di due funziauntinue a tratti & una funzione continua a tratti
sull’intervallo comune.

Definiamo la derivata sinistra della funziorig¢x) in x, come:

e la derivata destra della funziohgx) in x, come

F ) =lim f(xo+h?1— f() 1.4)

dove h & un incremento positivo .
E chiaro che sé ha la derivatd '(x) in x,, allora la derivata sinistra e destra esistohareo il

valore f '(x,). L'opposto non e vero.

Per esempio, la funzione

f(x):{x X< 0

cosx x= C

possiede la derivata sinistra e destra m0, i cui valori sono rispettivamente 1 e 0, anchef §©)
non esiste.
Se f é continua a tratti in un intervalla, b] e se in piu, la derivata prim&' e continua in ognuno

degli intervalli x; < x< x,, ed i limiti f'(x;") e f'(x;”) esistono, alloraf & detta liscia a tratti
(piecewise smooth); se, in piu, la derivata secohtia& continua in ognuno degli intervalli
X, <x<x,,edilimiti f"(x;") e f"(x;") esistono, alloraf & detta molto liscia a tratti.

2. Funzioni pari e dispari

Una funzionef (x) €& detta pari (even) se, per ogai

f(-x) = f(X) (2.1)

14



E detta dispari (odd) se, per ognj
f(=x)=-f(X (2.2)

In altre parole, una funzione pari ha il graficosietrico rispetto all’asse y, una funzione dispari
il grafico simmetrico rispetto all'origine (Fig..4)

Fig. 4
flx)
flx)
\ / Xr
X
Funzione pari Funzione dispari

Per esempiox® e cosx sono funzioni pari mentr& e sinx sono funzioni dispatri.

Comunque, qualunque funzione puo essere scritt@ t@somma di una funzione pari e dispari:

F9 =2 100+ Fx]+-] (9= 3] = 103+ 83 23

Dovef, e f, denotano rispettivamente funzioni pari e dispari.

Per esempio, la funzion& non & ne pari e ne dispari dal momento ¢hex € €}, ma pud essere
scritta come

. _€e+e* &-¢"
e = > +

=coshx+ sinhx

Un’applicazione dove la proprieta di simmetria ddlinzioni pari e dispari € importante € quella
relativa al calcolo degli integrali.
Se f(x) &€ una funzione integrabile $ta, a] allora:

a

I f(x) dx= ZJQ f(x) dx quandof (x) e pari (2.4)

—-a

15



j f(x) dx=0 guandof (x) e dispari (2.5)

—a

Graficamente, come mostrato in fig. 5 l'integradgpresenta I'area sotto la curva e cosi per la
funzione pari l'intera area e 2 volte I'area sdtiocurva che va da 0 ad, mentre nel caso di
funzione dispari I'area negativa sotto la curva-@aa 0 si annulla con I'area sotto la curva da 0 ad
a cosiccheé l'intera area é 0.

Fig. 5

3. Funzioni periodiche

Una funzione continua a tratfi(x) in ogni intervallo[a, b] e detta periodica, se esiste un numero
positivo p tale che

f(x+p)= (X (3.1)

per ognix.
p é chiamato periodo dif , ed il piu piccolo valore dp é chiamato periodo fondamentale.

16



Se f é periodica con periodp, allora

f(x+p)= (%

f(x+2p)= f(x+ p+ p= f(x+

f(x+3p)= f(x+2p+ pP= f(x+2p

f(x+np) = f(x+(n-1) pt p= (x (1) p= T}

per qualunque numero intero.
Quindi, per ogni inter;m

f(x+np = (¥ (3.2)
Si puo facilmente dimostrare chefsgf,,..., f, hanno il periodop e ¢, sono delle costanti, allora
f=cf+cf,+...+¢ f (3.3)
ha periodop.

Noti esempi di funzioni periodiche sono le funziseno e coseno.
Come caso patrticolare: una funzione costante éwnziéone periodica con periodo arbitrarm.

Cosi, dalla relazione (3.3), la serie
a,+a,Cosx+ a cosx+ .+ ) sindt ) sin

se converge, evidentemente ha peri2ao

Questa serie, che frequentemente si incontranprablemi di fisica matematica, saranno studiate
successivamente.

Quanto segue figurera spesso senza ulteriori sp@mga

i) Sia f(x) una funzione periodica di periodo.
Se, per tale funzione, esiste I'integrale (progrionproprio)

17



Jef(x) dx

allora per ogni numero reake

a}p f (%) clx:jp f(X dx

Ovviamente si ha

at+tp

jf(x)dx:jpf(x) o|x+ajp f( 3 dx:JP { X dxajp f x p ox

a

=Jef(x) dx+f f(%) olxzjp f(y dx

p p
i) J'f(t—x) dt:j f(t) dt
0 0
dove x € un qualsiasi numero reale.
Usando la i) abbiamo:

-X+p

jzf(t—x) dt= j f(1) dtszf(t) dt

-X 0
4. Ortogonalita

Una successione di funziofn'g(x)} e detta ortogonale rispetto alla funzione peso
g(x) sull'intervallo[a, b] se

[a.0g(0aR d=0 e (4.1)
Se poim= n, abbiamo
' %
Il () n{ [#a dx} (4.2)

La quale e stata chiamata norma del sistema orwg{)@} :

18



Un sistema ortonormal@, ,,... ¢, doven puo essere finito o infinito, che soddisfi la mtme

[PAQTACLE dxc{o M s, (43

1 se m=n

e detto ortonormale ifg, b] .(Dove il simbolo &, € detto Delta di Kroneker).
E evidente che un sistema ortonormale puod essemutd da un sistema ortogonale dividendo ogni
funzione per la sua normaija, b] .

Esempio 4.2.
La successione di funzioni

1,cosx ,Sin... ,Co8X ,Sinx..,

forma un sistema ortogonale nell’intervalterz, 771 poiché

T ) 0O se Mz n

J'smmxsm nx dx=

2 se m=r

T

J'sinmxcosnx dx= 0 0 m) (4.4)
A 0O se m# n

j COSMX cosnx dx=

. se m=r

per m ed n interi positivi.

Per normalizzare questo sistema, dobbiamo divigieetementi del sistema ortogonale originale
per la sua norma.

Quindi

1 cosx sinx CO®IX Simx

forma un sistema ortonormale.

Una delle piu importanti proprieta di un sistemtogonale € che ognuno € linearmente
indipendente.

Ovviamente la stessa proprieta e valida ancheigtens ortonormali.

5. Serie di Fourier

Noi gia abbiamo visto che le funzioni
1,cosx ,sinx ,cos® ,sinZ.,

sono mutuamente ortogonali nell'intervétar, 771 e che sono linearmente indipendenti.

19



Formiamo una serie che formalmente rappreserfixa.
Quindi scriviamo

f(x) = ﬁ +3 (a, coskx+ b, sinky) (5.1)

k=1

dove il simbolou indica che i coefficientg,, 8 e b, dipendono in qualche maniera da

La serie puo essere convergente oppure no.
Sia f(x) una funzione definita ed integrabile secondo Riemsull'intervalld-7z, 77] .
Consideriamo la somma parziale n-esima

5,1(X)=%+i(qcoskx+ b sin kx) (5.2)

k=1

e proponiamoci di determinare i coefficieaj, a e b, in modo ches, (X rappresenti la migliore
approssimazione dell&(x) su[-77, 771 nel senso della media quadratica.
A tale scopo cerchiamo di minimizzare l'integrale

1(8,3,0)= [[f(X = SO (5.3)

Una condizione necessaria affinchg a, e b, minimizzino il funzionalel é che le derivate
parziali prime dil rispetto a questi coefficienti si annullino.

Cosi, sostituendo I'equazione (5.2) in (5.3) ewderdo rispetto ai coefficient,, a, e b,
otteniamo:

O Tl

%, _J'i > ;(a] cosjx+h smjx)} dx (5.4)
ol f B

E__Z_L[f(x)_? JZ:;(aJ cosjx+h smjx% cokx d» (5.5)
:—;K:—Zji{f(x)—% JZ:‘(al cosjx+h smjx% sirkx d» (5.6)

Usando la relazione di ortogonalita della funzitngponometriche (4.4) e notando che

Icosmx dx= I sinmx dx ( (5.7)

-7 -7

dove m e n sono numeri interi positivi, le equazioni (5.4,5) e (5.6) diventano

20



o _ 7

a—ﬂao _”f(x) dx (5.8)
ol _ f

Y 2713, Z_J'n f (x) coskx dx (5.9)
o _ . F !

a-ank ZJnf(x)S|nkxdx (5.10)

Poiché questi si devono annullare per avere urreaioestremo, si evince che deve essere

_17

3, = ﬂ_jﬂf(X) dx (5.11)
_1f

8 =~ _jﬂ f(X) coskx dx (5.12)
1T

b, = n_jﬂ f(X)sin kx dx (5.13)

Si osservi chey, € un caso particolare dj .
Dalle equazioni (5.8), (5.9) e (5.10) segue che

2

g—a% - (5.14)
2 2

g—a'f:g—klz:zn (5.15)

Da cui le derivate miste del secondo ordine e tattierivate di ordine superiore si annullano.
Consideriamo la matrice Hessiana associata aldnai# | (a,,a,,b,):

H(l)=

o o Y

0 0
27 0 (5.16)
0 271

Essendo gli autovalori della matriég(l) positivi (A, =77, A, =A,=277) si evince che la matrice
H(l) e definita positiva, quindi il funzionalg(a,, a, ,b,) assume un valore minimo quando i
coefficienti a,, a, e b, vengono dati rispettivamente dalle equazioni 21B.

Questi sono chiamati coefficienti di Fourier €i{x) e la serie in (5.1) & detta serie di Fourier di
f(X).

Si osservi che la possibilita di rappresentaredata funzionef (x) in serie di Fourier non implica
che la serie converga &(x) .

Le funzioni

o)

> a cosx+h sinx,a cos2+ B sinX.,

21



Che figurano al secondo membro della formula (&.¢¢rificano le condizioni (5.11)-(5.13) si
dicono termini della serie di Fourier per la fungid (armoniche dif ).

L’insieme dei coefficienti di Fourier di una funne f si chiama spettro.

Osservazione 1

| coefficienti di Fourier (5.11), (5.12) e (5.13)gs0n0 essere ottenuti in un modo diverso.
Supponiamo che la funziong(x) di periodo2s7 sia sviluppabile in serie di Fourier

f(x) :%+i(ak coskx+ By sinkx) (5.17)

k=1

Se supponiamo che la serie sia integrabile termiteemine (per fissare le idee supponiamo che la
convergenza della serie sia uniforme), allora

T f(x) dx= T[%+i(q{ coskxt+ b sin kx% dx 77 ¢
da cui
a, = T f(x) dx (5.18)

Se moltiplichiamo ambo i termini dell’equazionel(B) concosnx e integriamo da-77 a 17,
otteniamo

j f (X) cosnx dx= j[%*Z (@ coskx p sin kx} COSNX OX 77
n g k=1

ovvero

177
== f kx d 5.19
a, ”JH (X) coskx dx ( )

In un modo simile troviamo che
q—if f(X)sin kx dx (5.20)
me '

| coefficienti a,, 8 e b, che sono stati trovati sono precisamente gli st¢tsnuti prima.
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Osservazione 2

Numerosi processi vibratori in fisica e in disam@itecniche sono descritti mediante funzioni
periodiche, di periodo (fondamental€) allorat é il tempo,y = f(t) € I'ordinata di un punto
oscillante.

Se f € un polinomio trigopnometrico, si dice che: il pesso vibratorioy = f(t) si scinde in
processi elementari, ossia in oscillazioni armogich

f(t)=%+znl(ak coskawt+ b sinkwt):%+zn: A cosfwt-¢,
k=1 k=1

dove A =\/a’+h? eleg, sono definite dalle equazioni

b =sing,, a=cop,  84,< 2

2 . . o . .
Il parametroa)=? viene detto pulsazione e si misura in radiansiegiondo; la frequenza

f :Zﬁ :% si misura in periodi (cicli) al secondo o HertzzjH
s
L’armonica

A coskawt-9, )

ha ampiezzaA , fase inizialeg, e frequenz&k volte la frequenza fondamenta}:e.

6. Convergenza in media della serie di Fourier. Gopletezza.

Sia f(x) una funzione continua a tratti e periodica conquier 2/7.

E’ ovvio che
jr[f(x)—%(x)]z dx 0 (6.1)
dove
s, (% :%+§(qcoskx+ b sin kX
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Sviluppando il quadrato si ottiene

[[F 00 =s,(0Fdx= [[f P dx-2] f (9s,(Wdx+ [[s,(9] dx

Ma, dalle definizioni dei coefficienti di Fourieb.(L1), (5.12) e (5.13) e le relazioni di ortogotzali

(4.4) relative alle successione trigopnometrica esdimpio (4.2) si evince

ff(m(x)dp f f(x)[%+i(ak coskx+h, sinkx)}dx=%?+ﬂz (2+02) (6.2)

n
k=1

e

[0 dx=j{%+2(qcos k¢ b sin k>9} dx ”;0 +ry (BB (g

/e

di conseguenza

Jﬂ[f(x)—%(x)F dx=_jﬂ £(3 dx{”;‘o +n§< A+ b)}zo (6.4)
Allora segue che
%é(afmf)s]—l?_jﬂf%x) dx (6.5)

per tutti i valori di n.

Poiché il membro a destra dell’equazione (6.5)dgendente da n, otteniamo
i?+w 2+2<1nf2 dx 6.6
AP bo_n_jn (% (6.6)

nota comelisuguaglianza di Parseval
La serie (a termini positivi)

L+ (@ +t) (6.7)

essendo crescente e limitata superiormente, e opeve.
La condizione necessaria per la convergenza dgli@ §6.7) € che

Limak =0 e kIirrbK= ( (6.8)
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Si dimostra che la serie di Fourier converga inimedadratica af (x), cioe

Limoﬂf(x)—(%+zn:(ak coskx+bksinkx)ﬂ dx=0  (6.9)

Poiché la serie di Fourier converge in media catéch a f (x) , dalla (6.4) segue che

N

i+z(a§+bj):%ff2(x)dx (6.10)

n
2 &
L’'uguaglianza precedente e nota confentita di Parseval

Inoltre, se la relazione (6.9) e vera, in quantsleme delle funzioni trigonometriche

1,cosx,sink ,cos® ,sin®
& detto completo in, (-7 77 .) (vedi appendice)

7. Serie di coseno e seno

Sia f(x) una funzione pari definita nell'intervajterz, 77] .

Siccomecoskx € una funzione pari, ginkx € una funzione dispari, la funziorfgx) coskx & una
funzione pari e la funziond (x) sinkx € una funzione dispari.

Cosi, tenuto conto delle equazioni (2.4) e (2royviamo che i coefficienti di Fourier delfg x)
sSono:

:lj f (X) coskx dx=£j f(X) coskx dx = 01,2,
e ey,
N (7.1)
q:ij f(X)sinkx dx= 0 k=0,1,2,...
n—rr
Allora la serie di Fourier di una funzione pari pegsere scritta come
_8% .\
f(x)= 5 +>" a, coskx (7.2)
k=1

dove i coefficientia, sono dati dalla formula (7.1).

In maniera simile, sd (x) e una funzione dispari, la funziorfgx) coskxé una funzione dispari e
la funzionef (x) sinkx & una funzione pari, pertanto, i coefficienti duFier di f (x), in questo
caso sono:
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akzij f(X)coskx dx= 0 k=0,12,..
s
‘n” i (7.3)
q:ij f () sin kx dx:gj f( R sin kx dx k 0,12,
n—rr n-rr
Percio, la serie di Fourier di una funzione dispaid essere scritta come

f(X) :Zn:stin kx (7.4)

dove i coefficientib, sono dati dalla formula (7.3).

8. Esempi
Esempio 8.1.
Trovare lo sviluppo in serie di Fourier per la fione periodica mostrata in figura 7.
f(x)=x+ X —TS XS TT
Fig. 7
flx)
i | | |
| | |
I
I

| | | |

| l I |

I | | I

I I | I

1 1 | = 1 -

-3 - 0 T 3r X

In questo caso e

=1 17 o
ao—;_jﬂf(x) dx= ﬂ_jﬂ(x+ ®) dx= 2

_17 17 4
a, —I—T_J'nf(x)coskxdx:]—T_J'n(XF %) cos kx de 5 § 1
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17 . 17 . 2
b, :I—T_J'”f(x)smkxdx:]—T_J'”(XF %) sin kx de — ¢ 1f

Quindi lo sviluppo in serie di Fourier pdr €

f(x):§+zki'2(—l)k coskx—é € 1¥ sinkxzé— 4cose 2sine  CosS®  sin2...
k=1

Le prime due somme parziali sono

S :§—4cosx+ 2sinx

S, =§—4cosx+ 2sinx+ cos2— sin$

Queste sono rappresentate in figura 8.

Fig. 8

Si vede che i primi termini forniscono gia una ba@pprossimazione di nell'intervallo

-TTS X< TT.

L’approssimazione migliora con il numero dei ternpresi per unax fissata in-7< x</m, ma

non perx ==+ 7r.

| comportamenti delle approssimazioni nei puntiidcontinuita saranno discussi successivamente.

Esempio 8.2.
Consideriamo la funzione periodica mostrata inriag®.
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-T se -m< x<(
f(X)={
X se K xrmr

Fig. 9

f(,vr)l

]
n
q—.

1
3

Y
N

In questo caso abbiamo
17 1| ¢ i Vs
=— | f(X)dx==| | -m dx+| xdXx=——
K ﬂ—jﬂ ¥ ﬂ{—'[r '([ % 2

_17 1 ¢ ™ 1 1 k
2% —]—T_jnf(x)coskx dx:]—T[_j”—ncoskx d)tjc; xcoskx d = (cogk- 1:)@[ -( }

b, :%if(x)sin kxdle—lTUn—nsin kxd*I xsin kxd}x:% (X 2cosk :)El[ 1 '1}

Quindi la serie di Fourier &

f(x)=—§+ik,}”[(—1)k—1] coskx+%[ v 2¢ 1] sirk
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Esempio 8.3.
Consideriamo la funzioné (x) = x nell'intervallo —77< x< 77, in figura 10.

Fig. 10

f(x)

X_'J.__x
N
X_:_“_
N

In questo caso e

a, :7%:[; f(x)dx:%j; xdx=0

akzlj' f(x)coskxdx:i.[ xcoskx dx O con k 123,
n—ﬂ' n—ﬂ

b, :lj' f(X)sin kx dx=ij' xsin kx dx=—2 € 1§+ con k 1,2,3.
me e K
Allora
F(x) = ZZ (1) sinkx
=] k
Esempio 8.4.

Calcoliamo la serie di Fourier della funzione, dethda quadra, mostrata in figura 11.

-1 se -—-m<x<(
f(x)=
+1 se & x<rr
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Fig. 11

f(x/L

|
|

i
|

In questo casd € una funzione dispari cosi chg=0 perk= 0,1,2,3,. e
bK:Eij(x)sinkxdxzzjz sin kx d);—z[l— 615] con k 1,2,3,
Ty s kmr

Cosib, =0 e b, =[ 47 (k- ).

Quindi la serie di Fourier della funzionfgx) é

_ 4G sin(x - 1x
f(x)_n; (2k -1)

Esempio 8.5
Sviluppiamo|sin x| in serie di Fourier. Visto ch|ein x| e una funzione pari come mostrato in figura

12,b =0 perk=12.. e

Fig. 12

f(x)
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=E]T f(x) coskx dx= E]Z sin x coskx dx
Ty Ty

7 2|1+ (-1
=1j[sin(1+k)X+ sin(t k )x] dFM

5 per k= 0,2,3,
Ty, m(1-k*)

Perk=1, a, :I%J'sinx cosx dx= (.
0

Allora la serie di Fourier dif (x) €

2 4& coskx
f(X)=—+— 5
momia (1-4k7)

In un paragrafo precedente abbiamo definito laifume f (x) nell’intervallo (-7, 77) ed assunto
f (x) periodica con period@rr nell'intero intervallo(—co, ).

In pratica, frequentemente incontriamo problengununa funzione é definita solamente
nell'intervallo (-7, ) .

In questo caso estendiamo la funzione periodicagneaam periodo2, come in figura 13.

Fig. 13
f(x)
//‘\\ //A\
N / Ry / AN
\ rd \ 4 \ 7
. N // \\ /
N\ 4

-7 0 ™ X

In questo modo possiamo rappresentare la funzigm con lo sviluppo in serie di Fourier,
sebbene siamo interessati solamente all'interviaiia, 77) .

Se una funziond e definita solo nell'intervalld0, 77), possiamo estenderla in due modi.
Il primo e I'estensione padi f , denotata e definita da (vedi figura 14)

f(X) se @&x<m
f(-x) se —-m<x< |

F.(X) :{
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mentre il secondo édspansione dispadi f , denotata e definita da (vedi figura 15)

F (x) = f(x) se Q@x<rm
TN f(-x) se —m<x< |

Fig. 15

f(x)

Visto che F, & )e F, (x) sono rispettivamente funzioni pari e dispari cenigdo 277, gli sviluppi
in serie di Fourier diF, X ¢ F, (x)sono

F.(X) :i+i(akcoskx) dove a, :EJ' f (X) coskx dx
2 a Ty

e

m

Fo (X) :i(bK sinkx) dove b, :7—27j f(X) sinkx dx

0



9. Serie di Fourier complessa

E conveniente qualche volta rappresentare loppiun serie di Fourier di una funziorfgx) in
forma complessa.
Questo sviluppo puo essere dedotto facilmentetsestio nella serie di Fourier

f(X) =%+Z(a< coskx+ b sinkx
k=1
le formule
jX _e_jx eJX + e X
sinx= y € COoSx=
2j 2
Si ottiene
) jkx+e—jkx eij e—]kx
f(x :i+ e =
D e
=3+i (ak_jbkjejkx_'_(ak kaj —jkx | —
2 o 2
=c, +Z(q(e”‘X ro e )
k=1
dove

& _
&= T ] 10

_ak_jb_lﬂ PN 17 ajkx
6 =25 k_ET:[T[f(X)(COSkX j sinkx] dFEJ” f(xe“ d

_actin _1f si L e a
Che = k_Z_IT_J:T[f(X)(COSkX+ j sinkx]} d)@z_jﬂ fF()€ d

Quindi lo sviluppo in serie di Fourier in forma cplassa e
f(x)=> ge&“ —TT< X<IT (9.1)
k=—00

dove

c =%Tj £(x)& ™ dx 9.2)
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E importante notare che ge & una funzione reale, alloe e b, sono anch’essi reali e i numeri
c. e c, benché siano in generale complessi sono reciprextEnconiugati:

C =G,

Viceversa, la coniugazione complessa a due a due d c, implica, semplicemente, che i
coefficienti di Fouriera, e by della funzionef siano reali, e se cio ha luogo per tutk +0,1,...

la funzione f diventa anch’essa reale.

Evidentemente, I'n-esima somma della serie di feouthi f

%(x):%+i(qcoskﬁ b sin kx
k=1

puo essere scritta nella forma

%m=iq&

k=-n

Se, per un dato valore esiste il limite

n
lim > ¢
N=®g="h

si dice che la serie converge nel senso del valaneipale.
Se, per un dato valore di, esiste il limite

n,m-oo =

lim Zn: c e
k=-m

si dice che la serie converge (in questo aase n crescono indefinitamente I'uno
indipendentemente dall’altro).

Le funzioni complesse

1 EBjkx

Jor

formano un sistema ortonormale[( 277] in quanto

k= Ot 1f 2,. (9.3)

Zf[ 1 w1 e‘"‘x}dx:dz{lsek:h
oLv2mr N2 0 sek#h
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Poiché le funzioncoskx e sirkx k= 0,1,2, formano un sistema completo @t e quindi in

L,*, della stessa proprieta gode anche il sisteffia(k=0,£1*2,.. ) in quanto

. jkx _ e—jkx ejkx + e—jkx
sin kX:T e coskx=———
J

| numeri ¢, definiti dalla (9.2) sono i coefficienti di Fourieelativi alle funzionie™.

In virtu della completezza del sistema (9.3)List* , per ogni funzionef OJL,* si verifica

'uguaglianza di Parseval:
L ro ax= 3 fof
277- 0 k=-c0
Esempio 9.1.
Determiniamo lo sviluppo in serie di Fourier pefx) in forma complessa con

f(x)=¢€ —7T< X< T

Abbiamo

—J' f(x) e dx- I & g dx%sinhn

Pertanto la serie di Fourier richiesta

@+ jk)(-1) o
k;ﬁ ) sinh7ze

Esempio 9.2
Determinare lo sviluppo in serie di Fourier penlda quadra in forma complessa.

| coefficienti della serie di Fourier in forma colagsa (vedi esempio 8.4) sono:

Pertanto lo sviluppo in serie di Fourier in fornspenenziale, per 'onda quadra e:

F(x) = i;%lelkx K#0
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10. Cambio di intervallo

Precedentemente ci siamo interessati alle funziefinite nell'intervallo[-7z, 7] .
In alcune applicazioni comunque questo intervalteggrittivo, e I'intervallo d’interesse potrebbe

essere arbitrario, diciania, b] .
Se introduciamo una nuova variabileon la trasformazione

_(b+a) (b-a
2 21T

allora l'intervallo a< x< b diviene-m<t < 7 e la funzione

f[(b”") L a)t}z F )

2 21T

ovviamente ha period@rr.
Sviluppando questa funzione in serie di Fourigeroamo

F(t) =%+i(ak coskt+ b, sinkt)

k=1

dove

177'
=— | F(t)coskt dt k= 0,2,3..
a, n_[, (1) 3,

17 .
=— | F(t)sinkt dt k= 1,2,3,.
b, n_jﬂ (t)

Cambiandat in x, troviamo lo sviluppo peif (x) in [a, b]

_& .3 km(2x-b- a) k(2% b- 3
f(X)—2+kZ:;[3kC0~’ b-a) +QSIHW}
dove
_ 27 kr(2x-b-a) ]
ak—b_aﬂf(x)coq b-9 | dx
_ 27 . km(2x=b- )]
bK—b_aﬂf(x)sm—(b_a) dx
per ognik .

(10.1)

(10.2)

(10.3)

(10.4)

(10.5)
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Qualche volta é conveniente prendere l'intervalbquale la funzionef € definita comg-I,I].
Segue dal risultato appena ottenuto che ponael e b=1, lo sviluppo perf in [-],1],
prende la forma

f(x)= > +i(ak cos—+ b sm@j (10.6)
dove
a, :%J'[ f(x)coskllx} dx (20.7)
b, :%I{f(x)sinkl—m(} dx (10.8)
per ognik

Se f € una funzione pari di periodd , dall'equazione 10.6 possiamo facilmente deterreiche

00

£(X) =i +Ya cos— (10.9)
P
dove
:I—Zjl’[f(x)coskl—ﬂx} dx (10.10)
0
per ognik .
Se f e una funzione dispari di period@, dall’equazione 10.6 lo sviluppo pédr e
f(x) =kistinkl—”X (10.11)
=]
dove
b = I—ZJ{ f(x)smkl—m(} dx (10.12)
0
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Esempio 10.1.
Consideriamo la funzione periodica dispéri

f(x)=x - X X< ¢

come mostrato in figura 16.

Fig. 16

f(x)

N

N\

N\

N
\
\

\
TR .Y
% )

<—-

Quil=2.
Visto che f e dispari,a, =0, e

2 . kmrx 250 . kirx 4
=—|| f(X)sin— | dx=—|| xsi—| dx=-— (1 er k 1,23,
qlﬂ() =] zj[ A IE
Quindi, la serie di Fourier df &

F(x) = i[& (—1) sink%x}
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Esempio 10.2.
E data la funzione

1 se &kx<-=

f(x) =

0 se 1<x<1
2

In questo caso il periodo& =2 ol = 1.
Sviluppiamo f come mostrato in figura 17.

Fig. 17
flx)
B - .
| | ! l
| I | |
| | | |
| 1 | |
| I 1 ]
-3/2 -1/72 O /72 3/2

Visto che lo sviluppo € pari, abbianp =0 e

zlf(x) dx= Ezj f(R del

| 0
| 1
Zj{f(x)cos—} dx:—zj[ f (x) coskr x] de—2 sin
I+ 19 km 2
Quindi

_1.< 2k _
f(x)_§+k2:;‘{(2k—l)(’( 1) cos(Xk DTX}

La funzione data (cosi come quella dell’'esempiQ 8.detta onda quadra.
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11. Convergenza puntuale della serie di Fourier

Abbiamo precedentemente affermato che §g) € continua a tratti sull'intervalle-77, 77] , allora
esiste uno sviluppo in serie di Fourier che cone@éngmedia quadratica &(x) .

In questo paragrafo studieremo la convergenza pistu
Iniziamo considerando

f(x) ~ %+i (8, coskx+ R sinkx
k=1

dove
a, :lj' f(X) coskx dx
]T—rr
=2 ] f(sinkx dx
ﬂ—n

per ogni k.
Sia s,(X¥ la somma parziale n-esima della serie di Fouedadf (X),

|

S, (X = +Zn:(qcoskx+ b sin kX
k=1

2
Sostituendoa, e b in s, (x), otteniamo

m m

S”(X):%TI, f(1) dt+%i{[] f(f) coskt dt} coskx{j f (t)sinkt d} sink}<

k=l (-7 -

=71T | f(t)E+Zcoskt coskxt sirkt sirk% dt (11.1)
o k=1

_17 1.5 _
—ﬂ_jﬂf(t){2+k2:;cosk(t x)} dt
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Sommando l'identita trigopnometrica
Zsing coka= sirEk+Eja— si6 k+—1j a
2 2 2
dak=1 a k= n, otteniamo
2sin? 1+Z cokal|= s+ sinsz— Sif [+, + snn+—1 a-
212 2 2 2 2

k=1
)
=sin| n+— |
2

Poi usando la (11.2) nella (11.1) otteniamo

17 sinh+ 1/2)¢-x)
ss(=—|| f(Y dt
ﬂ—jﬂ Zsin(t _Xj

Introducendo una nuova variabite= t— x abbiamo

sn(x)=£ r (st ))sin(n+18/2)s 4
7T Zsin(zj

(11.2)

(11.3)

(11.4)

Ora, sef(x) & continua a tratti e periodica con peridtio, allora anches, (X e periodica con

periodo 277.
Cosi

17 sin(+ 1/2ps
s,(==|]| f(st 3——————| d:
”—L Zsin(sj

La (11.5) & nota come formula di Dirichlet ger

(11.5)
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Il nucleo

sin(h+1/2)s (11.6)
Zsin(sj
2

e detto nucleo di Dirichlet, che e periodico cemnipdo 277 ed inoltre

ij sin(+1/2p ds:—lj{—aZcost} ds= J (11.7)

7o Zsin(sj L2 e '

2
LEMMA 11.1 (Riemann-Lebesgue Lemma).
Se g(X) e continua a tratti sull'intervalle, b] , allora
b
lim jg(x)sinA X dx=0 (11.8)

TEOREMA 11.1 (Teorema di Convergenza Puntuale).

Se f(x) € liscia a tratti e periodica con perio@a in [-77, 77], per qualsiasik

%+i(ak coskx+ by sinkx):%[ (X F(%)] (11.9)
k=1
dove
:ljz f (X) coskx dx
A 7
b, :ljf f(X)sinkx dx
]T—rr
perk=0,1,2,...
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APPENDICE
Sia H un insieme lineare complesso
ap + LBy OH Oa, g 0OC el ¢, 0OH,

Per prodotto scalare su H si intende un’applicazidme ad ogni coppia di elemergiey
appartenenti ad H fa corrispondere il numero coaqcnié¢,¢/>, che soddisfa le seguenti proprieta:

1) () =(d.@);
2) (ap, +a,p, W)= a, e, w)+a,(p, ),

3)(py)=0, (py)= 0 seesolosep =3
Cond elemento nullo di H.

Dalla 1) e 2) sievince che

) (ag.w)=a(p.y) i) (6.8y)=Bo.y)

Non e difficile dimostrare che I'applicazione swbki definita

¢ - (4.9)

e una norma ( la norma definita dal prodotto sea)aBi dimostra che

(b <(9.0)w.0)"

ovvero

(o.w) < lolle]
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Esempio 1.
Indichiamo con C[a,b] I'insieme lineare delle fumzi continue

X(t) =x )+ jx,(t)  tO[ab].

Non é difficile verificare che I'applicazione deifim nel seguente modo
b —
(x(®), y) = [ X9 y(t)dt
e un prodotto scalare su CJ[a,b]; inoltre
b _ b ) 5
i) (x(t),x(®)= j Xt x(t)dt = j (@[ dt =[x

i) <x(t),y(t)>s[j|x(t)| dt) U|y(t)| dt) .

Un insieme (finito o infinito) di elementi di H:

X ¢, OH

e detto ortogonale se pkr£ h risulta

<¢k’¢h>=0

Se gli elementi di un insieme ortogonale hanno rRoumtaria:

l6d =809 =1  Kk=12...

si dice che I'insieme e ortonormale.

Si ha la seguente definizione:
Definizione 1. Un insieme (finito o infinito)

.0\
di elementi di H si dicertonormale se

1 h=k

<¢k'¢h>:5hk:{o h# Kk

o, € detto Delta di Kronecker.

Non é difficile verificare che: Ogni insieme ortanwle (in particolare ortonormale) e linearmente
indipendente.
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Ovviamente se un insieme

G, P, ...

di elementidiH e ortogonal@¢k,¢h> =0 conk# h), insieme

4 9
el Tod

€ ortonormale.

Esempio 2.
Gli insiemi

{1, coskt, sinkt, k=1,2,.}
e

Vo' m ' Nm

sono rispettivamente, ortogonale ed ortonormalé:[ﬁﬂ,ﬂ].

{ 1 coskt sinkt k=1,2,...}

Esempio 3.

Linsieme ¢, =™  k=0,+1,+2,.. & ortogonale inC[-77,7]. Infatti risulta

(Wow,) = [eMedt= [e*"dt=2[ cosk(k - h)tdt
- - 0

da cui
Woty) = 0 k#h
SR VY k=h
ovviamente l'insiemeg, =iejkt con k=0,#1,£2,.. é ortonormale.

Jor
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Conveniamo che: una serie di elementi di H
u +u, +.+u +..
converge nella metrica di H ad un elementd [OH se, per I'n-esima somma

S, =y tu,+...+u n=12,.

n

si verifica la relazione
lim |f -s=0

In questo caso si dice chie e la somma di una serie convergenterzella metrica di H e si scrive

Dimostriamo l'importante lemma

Lemma. Se

i(uk,¢>:<f,¢> O¢ OH.

k=1

Dimostrazione. L’asserto &€ una conseguenza dedlaydaglianza seguente

<

S g)-(1.0) -

o

Su.- e

Dal lemma precedente si evince

i )se iamk =f inH, allora a =(f,4).
1

il )se

S (f.¢)p =f inH

k=1

allora

00

2(f.8)8.8)=(f.¢) DgOH

k=1
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In particolare, sg = f si ha

00

S (1)(T8)=(1.1)

k=1

ovvero

Sl =]t

k=1

Esempio 4. L'applicazione che ad ogni coppia dingeti ¢ ey di L'Z(Q) fa corrispondere |l
numero complesso

(p.90) = [ #O)p (Rax

dove l'integrale € inteso nel senso di Riemanmegrale improprio assolutamente convergente, € un
prodotto scalare su,(Q).

Definizione. Se

%
= f,. =[(f, -, fn—f>]7z:U|fn(x)—f(x)|2dxj -0

si dice chef, converge adf in media quadratica it,(Q).
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Se f [OH é un elemento qualsiasi, la serie

S (1.8.)8,

k=1

e, per definizione, laerie di Fourier di f rispetto al sistema ortonormée @,, @, ,.... ; in numeri

= < f, ¢k>
sono detticoefficienti di Fourier.

Se il sistema & ortogonale allora la serie di Fudi f e i corrispondenti coefficienti di Fourier si
scrivono rispettivamente nel modo seguente

= 1 1
f :z 2<f’¢k>¢k ||¢ ” < ¢k>

Assegnato un elementbd ,Hponiamoci il seguente problema:
fra tutti i numeri possibilia,, a, ,...,a, , determinare quelli per i quali il funzionale

N
Fla,.a, ,...,aN):Hf - a,é,
k=1

sia minimo.
Dimostriamo che i numem,, a, ,...,a, , per i quali la norma

N
Hf _zak¢k
k=1

sia minima, sono i coefficienti di Fourier di. In altre parole si ha

H 2“ 8)9. Zam

k=1
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per ogni N-pla di numera,,a, ,...,a, ). Infatti si ha

1

Hf _ZN:ai¢i

1

N r__ R
=l -Yladr.g)+alg. 1)-aa]
1
si osservi che essendg,,¢,)=0 h=k &
(G, + 0o, + .t A By AP+ O, +. AP ) = a0, + .+ ayan.

Pertanto

Hf —icm 2=||f||2—i[3i<f,¢i>+ai<¢i. O—aa -(1.8)(18)+(1.6)1.8)]=

=11 -3la( r.0)-a )+ (F.a)la (1)) 2lr 0 =

1

S UENCEEY OIS NS

1 1
N N N
=t + Xa ~(r) - 2H a0 212K 0
RIASSUMENDO, risulta

-Sag| =1 -3hraf

inoltre e

=(i-Srar)

0<min
a;

f _iai¢i

se e solo ser, =<f ,¢i> cioeseesolosele (i=1...., Bono i coefficienti di Fourier df .
Da quanto precede, si evince che

St <l
da cui:
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la serie composta dai quadrati dei moduli dei ¢oieffiti di Fourier dell’elementd [JH é
convergente e verifica la seguente disuguaglianza

- 2 2

> [(f.) <[] =(f. 1)

k=1

nota comealisuguaglianza di Parseval perf [IH .

Definizione. Un sistemar,, a, ,....di elementi di H si dice completo in H se pefl el & >0 si
possono trovare N numew,, a, ,...,a, tali che

<&

N
Hf _zak¢k
1

Enunciamo un importante teorema:
Teorema. Affinche un sistema ortonormale di elementa, ,.... Sia completo in H € necessario e
sufficiente che sia soddisfatta una delle seguweamtdizioni:

i) La serie di Fourier di un elemento qualsidsil cdtiverge af nella metrica di H;

i) Per ogni elementd 00 Bi verifica 'uguaglianza di Parseval

(1.0 =11 =2k .8

Si osservi che la )mplica laii ), vedi conseguenze del lemma.

Completiamo questa parte introducendo una defineed enunciando un importante teorema
relativo ad essa.

Definizione. Un sistema ortonormale € chiuso seypeH |, si verifica che

W.¢)=0 (k=12..) = ¢ =49 (elementoullodiH).

Esempio. Un sistema ortonormale completo e chiudatti sia f O H, se il sistemanr,,a, ,... €
completo in H allora, per il teorema precedente é

I =3kt

da cui serisultd f,¢,)= 0 per k= 1,2,.. segue ||f||2 =0 ovvero f =3.
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Teorema. Se H e uno spazio lineare completo cotopascalare, ossia € uno spazio di Hilbert,
allora dalla chiusura del sistema ortonormajea, ,.... ne segue la completezza.
In altre parole:

In uno spazio di Hilbert un sistema ortonormaléigigo se e solo se € completo.
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Proprieta della trasformata di Fourier

1.Linearita della trasformata di Fourier. Se F(w) e G(w) sono le trasformate di Fourier delle
funzioni f(t) eg(t) rispettivamente, per qualsiasi costante 3, la funzioneaF («.) + G(w) & la
trasformata di Fourier della funzioref (t) + g t (Quindi la trasformata di Fourier &€ un
operatore lineare. Indicando questo operatorel¢psi scrive

f(t)IF- F(w) oppure O[f]=F(w).
2. SeF(w) & la trasformata di Fourier di una data funzidi{g) assolutamente integrabile su tutto

I'asse numerico, allora
i) F(a)) e continua in e, +o0);
i) F(w) tende a zero péej — +oo:

lim |F(w)| =0 ;

P
i)y F(w) & limitata:
IFlw)sM ,—w<w<+eo,
Dimostrazione
i) La funzionee™“" f(t) &, ovviamente, continua ia , percio tenuto presente (vedi osservazione

1) che

[et@d = Flo) w0 [ab]

u

su ogni intervallo chiusc{n, b], si evince cheF (w) & continua su ogni intervallo chiuso dell'asse

reale e quindi € continua per ogni

il) Essendo per ipotesi
f|f(t)|dt < +oo

segue che fissato arbitrariamemte 0, possiamo fissare A > 0O tale che
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-A +00

[t)dt+ [f)at < %

—00 A
quindi (per la disuguaglianza triangolare) e

+0o

fer“ i (t) at

—00

+A

[er“ i (t) at

-A

<

£
+—.

3
Per completare la dimostrazione, dimostriamo chdta

+A )
[ ()t
-A

< %g definitivamenterispettoa |

In virtu dell’integrabilita di f in [— A, A], possiamo fissare una suddivisioheli [— A, A] , per
esempio

T={-A=t,<t,<..<t, = A (t -t.,)<1
in corrispondenza della quale la funzione

fr(t)= {MB: suplf (t) 0 (6.t} k=12,...n

soddisfa la disuguaglianza

- f(t)|dt < z
o< JIf;(0)-foldt<
D’altra parte essendo

A
j e (1) dt| = j e 19t gt
-A t—

<Z|Mkl| o]

si evince che

A .
j e 1t f (t) dt| =

-A

Ie“‘”[f(t)—f (t) + f.(t) ] dt

<—+| |Z|Mk| <=

se
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o> Sy my).

€=
il che comporta la dimostrazione deila

iii) segue facilmente da
|F(a))|Sj:°|f(t)|dt:M -0 < @ < +0

3. Sia f (t) una funzione definita e derivabitevolte su (so,+c0): f [ D™ (- co,+00).
Se si suppone ché(t) e f®(t) k =12,...m siano assolutamente integrabili su,f-c) e chef (t)
e fM(t) k=12,...m-1 tendono a zero pét| - +, allora
O[] = (je)* O ] k=12...,m
Dimostrazione Per semplicita supponiarka=1. Integrando per parti si ottiene
fe-iwtf '(t)dt =e " £ (t) "y jw}e“"‘" f (t) dt
=7 =7 =

da cui passando al limite pgr— « e tenuto presente che

lim e f(p)=Ilm e“f(-n)=0
I];.+OO

-t

si evince che
o[ f 1= () O[f].
Da cui

0[f®]=(jo) O]t &Y =.......... = (ja)*0[ ]

Osservazione 3In virtu dellaii) della propriet&, la trasformata di Fourier di ) tende a zero per

|a)| - +oo, pertanto dalla proprieta precedente, segue che

Fla

-k
w|

lim
400’

k L
Jim Jol|Fe)= fm,
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ovvero

F(e)=o(jdf ) ] = +eo.
Quindi se
ﬂ FO1) dt <-+oo k=012....m
e
lim f®t)=0 k=012,...,m-1

[~ o0
allora, per qualche costante ¢ > 0, si ha

|F(a))|s C(1+|c(,1)'k -0 <@ < oo,
Infatti daF ()| @[ - 0 quando| w| - +o, segue che

1

Fl)a“"= —F(w)|ad* ~ 0  per |of - +o econh=01 ...k

o

da cui

F(a))(1+|a)|)ka 0 per|(4 o 400,

Pertanto, in corrispondenza &= 1 esistea> Otale che

|F(w)] (1+|w]) <1 perlaf>a.

Poiché petw|<a la funzioneF(a))(1+|a)|)k & limitata, per qualch®! > @sulta
[F ()] (1+]@]) <M perld<a.
Sec=min(,M) si ha
[F(e)|(1+]e]) <c —00 < W< +oo

ovvero



F(a)) < ¢ —00 < W< +00
(1+]e] )"

4. Supponiamo che per qualche intero positivia funzione(L+t))™ f (t) sia assolutamente
integrabile su e, +x):

j(1+|t|)m|f(t)| dt < +oo (1)

Allora la trasformata di Fourier di (t) ovvero

F(w) = Te‘iwt f(t) dt

—00

e derivabilem volte e risulta

(k) _d_k+°° —jowt :Jmi —jowt

F (w)_daf_me f(t) dt _J;aaf(e f(t)) dt 2)
ovvero

FO (@) = (-))* Jetf () dt = (- )) Oft* £ 0) 3)

conk=1,2,..., m

Ovviamente la condizione (1) & verificata se lezfanif, tf,..., tf sono assolutamente
integrabili. E’ vero anche il viceversa.

In particolare:
Set“f(t) DL, (-w,40) OkON  allora  O[f]O0C”(D)

Dimostrazione Dalla disuguaglianza

e (1))

0* K
o < i1

(vera per ogni k) e dall@l) segueper il criterio di Weierstrass, che l'integrale estta

nella(2) converge uniformemente rispetto aﬂ][a, b] (per ogni intervallo chius{n, b]).
In virtu del teorema di derivazione sotto il segsicvince la veridicita dell@?) ovvero della(3).

Si osservi che dallg8) segue che

alef (@)= 0¥ (1)

X
I

12,....m
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Nell’osservazione & stato evidenziato che l'uguaglianza
ot )= (e olf]

implica
f
|EE|_!| :‘D[f(k)]‘ 50 |(/.,1 = oo,

Pertantopiu I'ordine di derivabilita di f su L ; & grande, piu la decrescenza della
corrispondente trasformata di Fourier € rapida.Dalla proprieta 4 si evince che la proposizione

duale e ugualmente vengiu la decrescenza dif all'infinito € rapida, piu la corrispondente
trasformata di Fourier € liscia.

Da quanto precede si evince che quando si passaadanzione f alla corrispondente trasformata
di Fourier F(a)), le proprieta di derivabilita e di decrescenzardihito della funzione f si
scambiano.

5. Se f, f'ef sono assolutamente integrabili ifo(-+o):
[]19@)] dt<+eo k=012

esef, f tendono a zero pet| — oo:

lim f®@t)=0 k=01

i~

allora, per ogni funziong assolutamente integrabile ino(-+w0) si ha

+0o

j f(t)g"(t) dt :iTF(w)GD(a)) dw 4)
21T °,

—00

dove F(w)=0[f], G(w) = O[g], g"(t) e G*(w) denotano rispettivamente il complesso coniugato

di g(t) eG(w).

L’'uguaglianza(4) e nota comequazione di Plancherelln particolare seg(t)= f(t) si ha
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T 2 . _ 1 s 2
_J;|f(t)| dt—ET_J;|F(a))| dw (5)

la (5) &€ nota comédentita di Parseval

Dimostrazione: Per ognit [ (- c0,+0) abbiamo
£(t) =i+feith(w) dew
21T °,

Moltiplicando ambo i membri dell’'uguaglianza preeatk perg” t( )e integrando rispetto a t tra

-A e+ ] siottiene

j F(t)g"(t) dt == j gD(t)ﬁelth(w) dw}
—Zi f j e'g7(t) it | deo=

0

Zi j F(w) L &gt dt| dw ©)

dove [ ]D denota il complesso coniugato dell’'espressiorganentesi; il cambio dell’ordine

d’integrazione é lecito in quanto I'integrale
j e'“'F(w) dw

converge per il criterio di Weierstrass, uniformereee assolutamente rispettd @ (- oo, +o).

Infatti in virtu delle ipotesi fatte suf, fef" (vedi osservazion8) risulta

|F(C¢))|SC(1+|a)| )_2 -0 < @ <+o0

+0o

o

dw _
dw= 2j (1 o] =2,

In virtu della disuguaglianza
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F(a))“e‘j“’g(t) dt}

<1+l ) [ lo@ |t
l'integrale alla destra dell@) converge, per il criterio di Weierstrass, unifornggte rispetto a
A0(-o0,+w), pertanto

LimTUe‘j““g(t) dt} F(w) dw= +fﬁ’e‘j‘"‘g(t) dt} F(w) dw= +fGD(a))F(a)) dw

-A

Infine passando al limite per - +e nella(6), si ottiene 1g4).

6. Traslazione nel tempo Se F(w) = D[f (t)] allora

Off (-t )] =e7 0l (t)].

Esempia Sia T un numero reale assegnato, allora

i) Ou(t)-u-7)] =00, t-)]=e 00, () = e7“% %sin%a)

i) Sia

allora

SR . 2 .

Xo(a)):( 2 g’ 2] D[I”(t)]=(—215|nngz)smwl—; wz0
da cui
.4
XO(w):_Jc_usngw w#0
xo(o)=|in3) X, (w)=0

iif)  Sia

Xo(t):t |2(t_1):(t_ )lz(t_l)"'lz(t_ )

59



allora

Xo(w)=e7@ Ot 1, ()] +e7 01, (t) =7 j%}m[l ,(t)] +e’j”a%sina)

_ —jof ; 2wCOSW—2Sinw | 2 _.
=e J 7 +Z)S|na) w#0

XO(O)=Li)[r3) X, (w)=2.

iv) Sia
x)=2t1 [t-T)-201 [1+7)=2[¢- 7)) [1-T)+d) (-7
ERICE N
allora

w 2

T T j“g _j(‘ﬂ
><O(w):3(e"”Z -e""ZJ jdim{ln(t)}wm{ln(t)}
2

4 g d(2 . 11 m\2 . T
= —sinw——| —sinw— | +| cosw— |—Ssin—w
Vg 4 dw\ w 4 4)w 4
= Ea)sina)LT— 1—cosa)£ i w#0
T 2 2 )| s

Xo(0)=1m X )=

I\J_I N|

7. Traslazione in frequenza Se F(w) = D[f (t)] allora
Ol f ()] = F(w-a) .

Esempi

i D[ein(t)]:wi_lsin%(w—l)

i) D[e’“IT(t)]=wi+1$in£(a)+l)
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iy O[l; ¢)sint] = D{ - ;Jejtl (t)} —{isinl(

a)—l)—isinl(aﬁl) :
w-1 2 w+l 2

In particolare peil =2n:

01, (t)sint] = %[Sing(_a’l‘l) _ SinZ)(erlJr 1)} .

Se la trasformata di Fourier € pensata come lastagdn frequenza del segnadél), le proprieta di

traslazione ci dicono che:
una traslazione nei tempi comporta una moltiplicagiper un’esponenziale complesso nelle

frequenze:

O[x(t —t,)] = e 2" o x (f).

Dualmente una traslazione in frequenza comportanoifiplicazione per un esponenziale
complesso nei tempi:

O [X(f - )] = t)e’*".
8. Scalatura: L'operazione di scalatura consiste nel moltipgkck variabile per un numero reale
a ll segnalex(at) risulta dilatato per a < 1, contratto per a > 1.
Serisulta a < 0 il segnale oltre a essere dilaatnche ribaltato nel tempo.

Inoltre la contrazione dell’asse dei tempi corrisg@ a una dilatazione dell’asse delle frequenze e

viceversa, in quanto

Olx(at)] =

EI

/—ﬂ\
Q) —_
N—

In particolare &

Ox(=t)] = x(- ).

Infatti nel caso in cui € a < 0 si ha

L e e G R
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Nel caso in cui a >0 si ha

Esempio

Utilizzeremo la proprieta di scalatura per deteaménla trasformata di Fourier del segnale

2
x(t) = ex;{— ZtJZJ g>0

noto comesegnale gaussiandA tale scopo riscriviamo il segnale nel modo sste

t? —r(at)? 1
x(t)=exg - 71— |=e™ cona’=———
2mo 210
Da cui, tenuto presente che
D[e""zj e
applicando la proprieta di scalatura si ottiene

Jora]-2 7
a

quindi
_i 2 2¢2
D{e 2”2] =g2me ™o,

9. Dualita. Dal fatto che le definizioni di trasformata eirasformata di Fourier differiscono per
un segno all’'esponente sotto il segno d’integisileyince che
OxE)]=x(f) = oOX({t)=x(-f)
oppure
Oft)=Flw) = OFt)]=27f(-w).

Infatti scambiando t con in
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Si ottiene

da cui

ovvero 'asserto.

Esempia
i) Essendo
1 sinw
U =1,t)|=—
HIGIE
segue che

D{Sl—nt} = 277% I 2(— a)) =l 2(a)) = n[u(a)+ 1)— u(a)—l)].

i) Calcolare la trasformata di Fourier del segnale

sinnt
t)= .
)=

Ricordando che

sinE:ffT) =x(f) =01, t]

e quindi

sin(zf ) _ a1, (t))

rf

dalla proprieta di dualita si evince che

D{Si;m} =1,(- )= |l(f)=u[f +%)—u[f —%j
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. . sinnt
In altre parole la trasformata di Fourier del seégndt) =

e I'impulso rettangolare unitario

nell'intervallo di frequenza che va da= —% af =% :

10. convoluzione

Applichiamo il teorema di convoluzione alle funzion

#.(t)=f()e’ e ¢,(t)=ot)e".
In virtu del fatto che la convoluzione di questaZioni vale

6,009 .00)= ] 1lu)e  glt-u)e 9 qu=e ] r(u)of-u)au=e = (1 o)

—00 —00

'uguaglianza
Jo.t)0s dt—J¢ dtj¢
fornisce
Ie“‘“ dt—J'e"‘"f dtJ.e“"t t)dt
ovvero

Olf (1) Dg ()] = oL ()] Ola(t)]
In altre parole: la trasformata di Fourier dellaeoluzione di due funzionf (t) eg(t) (dove
f(t) eg(t) soddisfano le ipotesi del teorema di convoluzignapuale al prodotto delle rispettive
trasformate di Fourier.

11. Prodotto. Se F(w) = D[f (t)] e G(w) = D[g(t)] allora

() g(t)] = F(e) 06(w)

217

ovvero

1109 = [ Flo-uel)d

Infatti, per il teorema di convoluzione e per lagmieta di dualita, risulta

D[F(—t)* G(—t)] = D[F(—t)] D[G(—t)] =2mrf (a)) 2ﬂg(a)).
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Da cui, applicando la proprieta di dualita, siexg
0|42 £(t)g(t)] = 277 F (w) 0G(w)
da cui I'asserto.
Osservazione
Quando un segnalgt) viene moltiplicato per un altro segnajét) si dice che uno dei due segnali
modula I'ampiezza dell’altro. Inoltre se
x(£)=0[x)] e Y(f)=0lyt)

allora, procedendo come sopra, abbiamo

Xyl = X(1)Y(1)= [ X(1 -n)¥(a)an

a parole: La trasformata del prodotto di due segndata dalla convoluzione delle loro trasformate
(intese come risposte in frequenza).

Questa proprieta viene spesso indicata cproprieta di modulazione della trasformata di
Fourier.

Se poniamaz(t) = X(t)y(t), ponendof =0 in
Z(f)= [e77" 7t) dt e z(f)= [X(f =n)Y(r)dn

si ottiene

[X0¥0)at= [x(-n)vin)an

Da cui, tenuto presente che
Ofy*@]=v*(-1)

Si ottiene

[y Q= [x@)v* ) an

in particolare sex(t) = y(t) si ha

65



[Ix(t)" dt= f|x(f ) df
La relazione precedente, owerd)dé_r;otita di Par;;valci dice che:

L’energia del segnale<(t) puo essere calcolata integrando, indifferentemdregrergia per unita

di tempo o I'energia per unita di frequenza.
Per questo motivpX ()| viene dettalensita spettrale di energia del segnale(t).
12. Se la successior{d, } di funzioni assolutamente integrabili {r c,+00) converge alla funzione

f assolutamente integrabile (R o,+x), nel senso che
11,0~ f@)dt -0 N oo

allora la successione delle loro trasformate dirfeou
Fo(w) = O[f, ()
converge uniformemente su tutta la retta realetediformata di FourieF (w) di f (t) cioé
F.(w) 0, » F(w) —00 < W<+,

Dimostrazione Segue immediatamente dall’evidente disuguaglianza

|Fn(w)—F(w)|sz|fn(t)— f(1) ot

Altri esempi
4. Siak>0 e
e t>0
ft)=4 0 t=0
- et t<0
allora

.2
f]=-i 7, >0g0-0

Infatti, essendof (t) disparié — f(~t)=f(t), si ha
2w

k2 +af

O f ()] = fe‘imf(t)dt=2f— je*tsinwt dt = -j
—00 0
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Inoltre risulta

N e t>0
1w 2w 2 Fwsinwt | _
f(t)—zﬂJe [ Jk2+a)2jdw n£k2+a)2 dw= O_kt t=0
® -e t<0
In virtu dell'identita di Parseval si ottiene
Dwp+k?f T k4
Infatti
— -2kt __
j| t)° dt= zje dt =
quindi
17 2 47T Wf _
Si osservi che
2 1 1
— da)——27T ResF(jk)=4]— ==
_J;,(af+k2) J ResF (k) =41 7 =i
Dove
. . d o d o’ 1
ResF|(jk)= lim — k lim = )
esF (k) wlmkdw{‘wﬂkzj( J)} o ke dw (o7 +KF 41K
5. Sia f (t)=e™/" k>0.
Allora
kit [ =
D[ ] k2+a)2'
Infatti
]2 T amiot okl g — o e _ 2k
D[e ]—_v[oej te dt—2£ektcowtdt—m.
Inoltre risulta
_km :iﬂo jwt 2k =E+oo k
e 277_[06 k2+w2dw ﬂ{—szrwzcosa)tda)
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da cui

+0o

j coswt da):ie
0k2+a)2 2k

H tD(—oo,+oo)ek>0_
Segue che

T dw Y/
!

= k>0.
RS
Si osservi che

+o0

_'[o(kzi—if)zzznj ResF(jk)

2k?3
. T i 1 _ 2
ReS(Jk)_c!)'f‘Tkolw(mjk)2 T8k
6. Sia
1-t2 |t|<1
f(t)=
0 it >1
allora

()] = Flw)= Te—iwt f(t)dt= 2} (1—t2)cosa)t dt = 2{(1_t2)sinwt

21
+—jtsinwtdt =
0 w wO
4| coswt|® 1sinwt|'|_ 4.
== -t = = —(sinw- wcosw).
w w |, w w || &
Inoltre da
17 4" coswt ;.
f(t)=— | e“'Flw)dw=— sinw— wcosw) dw
(0 2 Jerrrlaaw=2 [0t )
segue che
Tsinw-cosw _ w , w3 _ 3
j—cos—dw—————ﬂ
2 2 44 16

Infine I'identita di Parseval fornisce la relazioseguente

2J1' (1—t2) dt = EZT (weosw-sinw)?
0

5 dw
0 T w
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da cui

+0o

(wcosw-sinw)? T
] w=
0

o 15

TRASFORMATA DI FOURIER DI SEGNALI DISCRETI

Quando all'ingresso di un sistema discreto si @pdlh sequenza di esponenziali complessi
X, = {nT)=e "

la risposta (I'uscita) y, del sistema é data dalla somma di convoluzione tibsegnale

d’ingresso x, e la risposta all'impulso h,:

Y, =X, Dhu - Z hk ej2nfT(n—k)
k=00

da cui

y, = y(nT)= ejznfnT ihk e—errka

k=—co

a paroleLla risposta del sistema e data dal prodotto del sagle d’'ingresso per il numero

complesso

H(f): ihke—errka

k=00
Da cui: L'uscita € un esponenziale complesso catdssa frequenzé dell’ingresso ma con fase
iniziale ¢ ed ampiezza A differente; e
Y, =X Aei? = Aeie7 T+ d)

Al variare di f tra —o €+, la funzione complessa

H(f): +Z.ohn e—j2nan

n=-co

checaratterizza il sistema nel dominio delle frequepznde il nome drasformata di Fourier

della sequenzé,,.
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In generale

X(f): +zwxne—j2nan

n=—oo

prende il nome dirasformata di Fourier della sequenza x, = {nT).
La trasformata di Fourier di un segnale discretma funzione continua e periodica di periddd

in f . Inoltre ha la stessa forma dello sviluppo inesédriFourier del segnale continL)()(f)
periodico e di periodd/T in f . Pertanto i campionk, della sequenza non sono altro che i

coefficienti di Fourier definiti dalla relazione

12T '
X, =T [X(f)e* ™ df
-12T

La relazione precedente é detiasformata inversa di Fourier oppureantitrasformata di Fourier

di una sequenza, essa esprime la sequenza in mendédla sua trasformata.

Proprieta
1. Valore nell’origine.

i) La trasformata inf =0 & uguale alla somma dei campioni della sequenza:

X(0)= 3

Nn=-oco

ii) Il valore del campione im =0, cioé x, € dato dal prodotto di T per I'integrale dellssfaamata
calcolata su un periodo :

Y271
X% =T [X(f) df
-y2T

2. Traslazione

) Olx,o|=€77 ToX(F)

iy Ole’> =™ x(n)|= X(f - f,)
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i) Unatraslazione nei tempi comporta una mbtigzione per un esponenziale complesso nelle
frequenze.

i) Una traslazione nelle frequenze comporta madtiplicazione per un esponenziale complesso
nei tempi.

3. Modulazione.

La trasformata del prodotto di due sequerze x.y, € data dalla convoluzione, calcolata su un

solo periodo, delle trasformaté(f) e Y(f):

12T

z(f)=T jx Y(f -¢)dg
-y2T
Infatti, si ha
4o Y2T 12T < —j27(f-¢)Tn -
D[Xnyn] zxnyneJZITan_zT .[X ej2n¢Tnd¢yne—j2rran:T .[ X(¢)nzz_wyne d¢
n=-m n=-c  _1/2T -yat
Y271
=T [X(¢)Y(f -¢)d¢
-y27
L’espressione
1271
z(f)=T jx Y(f -¢)dg
-y2T

e dettaconvoluzione circolareo periodica e sara indicata con il simbold :
z(f)=Xx(f)OY(f).
4. Densita spettrale di energia
Se X(f)= D[xn] allora I'energia della sequenzq si puo calcolare sia sommando i quadrati dei

moduli dei campioni della sequenza sia moltiplicapér T I'integrale del quadrato del modulo

della trasformata calcolata su un solo period@ltire parole sussiste la relazione

12T
Z|x|_Tj|x )[ df .
n=-eo -1/2T

Per dimostrare cio, poniamg = x,y, . Allora
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) 2(t)=0[z,]= 3 xy,e2

n=-o0

127

i) Z(f)=0lx,y,]=T [x(g)Y(f -¢)dg
-J2T
o var
da cui ponenddf =0 si ottiene Y% Yo =T [X(F)Y(=f)df.
n=-co 72T

Tenuto presente chélyn*]=Y* (— f), la relazione precedente assume la forma

12T

ixnyn*ﬂ [ X ()Y (f)f
n=-o -y21

da cui, sey, = x, segue l'asserto.
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