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TRASFORMATA DI LAPLACE

1. Introduzione.

In questo capitolo studieremo un operatore integrale noto come la trasformata di Laplace.
Prima di descrivere tale operatore integrale premettiamo alcune definizioni.

Una funzione F si dice continua a tratti in [a,b] se & definita e continua in [a,b], ad
eccezione, al piu, di un numero finito di punti

Xg=a<X < ...<x, =b

1n cui esistono finiti 1 limiti

lim F(x) = F(x;*) e lim F(x) = F(x;")

X—>X; X—>X;

Ovviamente in x =a ed in x =b hanno senso soltanto F(a") e F(b") rispettivamente.
In questo senso una funzione continua a tratti in [a,b] € continua in ciascuno degli intervalli

(Xi, X; +1). Per di piu, indipendentemente dal fatto che F sia definita 0 meno nei punti x;

ed x;,; la sipuo ivi ridefinire in modo da renderla continua in [xi, X; +1] .

Una funzione F si dice regolare a tratti se ¢ continua a tratti ed ha derivata F’ continua a
tratti, in [a, b] ; in altre parole se esiste una suddivisione finita di [a, b] :

a=Xy<X < ..<X,=b

in corrispondenza della quale F risulti di classe C' in (xi,xi +1) , inoltre esistono finiti 1

limiti F(Xﬁ), F(xi+1_), F'(Xﬁ), F' (Xi+1_).
Se F ¢ continua in [a,b] ed ha derivata F’ continua a tratti in [a,b], diremo che F ¢
continua e regolare a tratti.

Premesso ci0, ricordiamo che se F ¢ una funzione continua a tratti in [a,b] con
discontinuita in

X0:a<X1< ...<Xn:b

allora F ¢ integrabile su [a, b] e

"F(tydt= i T Rodt+ [T Foydt 4.+ [ Fdt
-[a () —hi)l'(l;{ -[a+h () Ix0+h () -[xn+h ()

inoltre valgono 1 seguenti teoremi:



TEOREMA 1.1.
Sia F una funzione continua su [a , b] e derivabile in (a, b). Se F'¢ continua in (a, b) e
integrabile su [a , b] allora:

[" F(vdt=F(b) - Fa).

Dimostrazione.
Sia
umzjﬁmmt v x €[a,b].

Essendo f continua su [a, b], derivabile in (a, b) con f'= F', segue che la funzione f — F
continua su [a, b] ¢ costante su (a, b) e quindi, per continuita, su [a, b].
In particolare ¢

F(b)-f(b)=F()-f(a)

da cui, essendo f (a) =0, si evince 1’asserto:
b
HM—F@)=f@)=I F' (t)dt .

TEOREMA 1.2.
Sia F una funzione continua e regolare a tratti su [a , b], allora

["F(dt=F(b)- Fa)

Dimostrazione.
Supponiamo che F non sia derivabile nei punti

A=X,<Xx1<..<x,=b

allora per definizione ¢
n-1 X
j bF'(t)dtzz j COF(t)dt
a = "N

da cui, tenuto presente che per il teorema precedente ¢
[ F©dt=F(x)-F(x;)

si evince che

[FOdt=3 [Fx)-F(x,) J=Fb)-FG@),



TEOREMA 1.3.
Se F e G sono due funzioni continue e regolari a tratti in [a , b] allora vale la formula di
integrazione per parti

[Focmd=Focw [ -[ FoGod

Dimostrazione.
Ovviamente la funzione FG ¢ continua e regolare a tratti in [a , b], pertanto ad eccezione di
un numero finito di punti ¢

( F(t) G(t) )'=F(t) G'(t) + F'(t) G(t)
da cui, tenuto presente, il teorema precedente e che la funzione FG' e F'G sono
integrabili, si evince I’asserto.
In questo contesto saremo interessati a funzioni continue a tratti su ogni intervallo finito
[0, b] per ogni b > 0, per brevita diremo che tali funzioni sono continue a tratti su [0 , +o0).
Saremo interessati anche a funzioni continue e regolari a tratti cio€ con derivata continua a
tratti su [0, +o0).
TEOREMA 14.
Sia F(t) una funzione continua a tratti su [0,+o]. Se I’integrale improprio

| 0+°° e ' F(t)dt

converge, allora la funzione
v(t) = J';e’s"tF(u)du

¢ limitata su [0,+00).

Dimostrazione.
Per ipotesi esiste finito il limite di v(t) per t— +o0. Sia

lim v(t):jO e F(u)du = f(s,).

L’asserto segue osservando che:

1) esiste to >0 tale che
V| <1+[fs,) Vi t,>0;
i1) essendo v(t) continua su [0, ty | esiste k > 0 tale che

vt <k vt €[0,t,].



2. Funzioni di ordine esponenziale

DEFINIZIONE 2.1.

Una funzione F ¢ di ordine esponenziale su [0 , +o0) se esistono due costanti C >0 ed
o > 0 tali che

[F(t)| < Ce*! Vit=0
In particolare le funzioni limitate sono di ordine esponenziale in quanto
[F)<C  Vt=0 implica [F(t)<Ce' Vt>0
Sono di ordine esponenziale anche le funzioni per le quali risulta
[F(t) < Ce*" perqualche & <0 ¢ C >0
Infatti tali funzioni sono limitate su [0 , o):
[F(hj<Ce*'<C  Vt>0.

Osservazioni.
Sia F una funzione continua a tratti su [0 , +0) :

1. Se per qualche C > 0 e a > 0 risulta:
[F(H|<C e Vt>t, >0

allora F ¢ di ordine esponenziale su [0 , o). Infatti dalla relazione precedente ¢ da

[F] < sup {[F(], t € [0, 8]} =M < Me'

segue che
[F(t)|<ke*! Vt=0
dove k= max (C, M) ed a= max(«a,1).

2. Se per qualche a> 0 ¢

lim £O _

t—>+wo

at

allora F ¢ di ordine esponenziale.



Segue dalla 1 ; infatti esiste t tale che:
[F(t)| < e*' Vt>ty > 0.

Pertanto le funzioni 1,t",sint, cos t, sono funzioni continue di ordine esponenziale su
[0,+00).

3. Se

lim m =0 Ya eR
t—+oo @%1

allora F non ¢ di ordine esponenziale.

tInt

. . 2 . . .
Da cui le funzioni €' e t' =e'™ non sono di ordine esponenziale.

4. Se F ¢ di ordine esponenziale su [0 , +o0), allora
t
G(t) = jo F(u) du
¢ di ordine esponenziale su [0 , +o0). Infatti per qualche C>0ea>0¢

Go|< | [Fw|du=c]’ e““duzg(em—1)<§e“ .

5. Sia F una funzione continua e regolare a tratti in [0 , +o0) la cui derivata F' ¢ di ordine
esponenziale:

[F'(h|<Ce”

per qualche C >0 e a > 0. Allora F ¢ di ordine esponenziale.

Infatti da
Ce*' < F(t) <Ce”'
segue che
t t
-CJ. e“"du < F(t) - F(0) < CJ. e*" du
0 0
da cui
C o
[F(t)-F(0)|<—e
a
e, quindi,

[F()] < ke* Vit>0

dove k = g+|F(0)| :
a



6

6. Se F ¢ di ordine esponenziale su [0, +oo) allora:

lim e*'F(t)=0

t—>+o0

definitivamente rispetto ad s.

3. Definizione di trasformata di Laplace.

Definizione 3.1.
Sia funa funzione definita su [0,+0) e consideriamo I’ integrale improprio dipendente dal
parametro s € R

[ e t(t)de = tim [Te f(t)de

def b—w J0

quando f ¢ sufficientemente regolare, I’ integrale precedente converge per determinati
valori di s, in tal caso definisce una funzione F(s) detta Trasformata di Laplace di f,

che si indica anche con Z {f(t)}.

Non ¢ difficile verificare che:

L/{l}:jme'“dt:l s>0
0 s
’ = +Oote'“dt—L >0
A=, =5 S
» !
Ay =] e de :—81:;1 n=12,.. s>0
p _ +o00 st _ a)
7 {sen cot}—.[o e s1na)tdt—sz+a)2
! th=[ e tdt=—>
“{ cos ® —J.O coswtdt=——r
t +o0 1
:/{ea}:J' esteit dt=— s>a
0 s-a

Teorema 3.1
Sia f(t) una funzione continua a tratti. Se I’integrale improprio
| 0+°°e‘5t f (t)dt

converge per s = sy, allora converge anche per s > s.



Dimostrazione.

Da

b —st _ b —(5—80)t 4 —Sot
joe f(t)dt_joe e~ f (t)dt

integrando per parti si ottiene
b b
[ e fdt=v(be " +(s—s,)[ e v(tydt

dove v(t) ¢ la funzione definita nel teorema 1.4. Essendo

e vt <Me ™ M=sup {|[v(t)], t>0

si evince che I’integrale improprio

| 0“” e 0 y(t)dt

converge per ogni s > sy. Infine osservato che

lim v(b)e " =0 Vs> s,

b—+c0

segue che

. b st _ T =(s=sp)t
lim [ e f(t)olt_(s—s,o)j0 e -y (t)dt Vs> s,

b—+o0

cioée 1’asserto.

Possiamo dire che se una funzione f(t) continua a tratti ¢ L-trasformabile (cioé esiste
Af(t)} ) la corrispondente trasformata di Laplace risulta definita in un intervallo del tipo

(h,+oo) dove h, eventualmente uguale a — oo, ¢ completamente determinato dalla funzione

f(0).

Tale numero h ¢ detto ascissa di convergenza se:

oo divergeVs<h
[ e f(t)t { Jevs <
0 convergevs > h

Il seguente teorema fornisce una condizione sufficiente per I’esistenza della trasformata di
Laplace.



TEOREMA 3.2.
Se F ¢ una funzione continua a tratti di ordine esponenziale, esiste un a € ‘R tale che:

I;we‘“ ft) dt

converge per ogni s > a in altre parole esiste ~ [f(t)]=F(s); inoltre risulta

lim F(s)=0

s—>+o0

Dimostrazione.
Per ipotesi esistono due costanti C >0 e o >0 , tali che

f(H|<Ce”

pertanto ¢

e (| <Ce ).

Da cui, tenuto presente che

I el g = ! Vs>a

si evince I’asserto.
Si osservi che I’insieme delle funzioni che ammettono la trasformata di Laplace ¢ piu
grande dell’insieme delle funzioni continue a tratti di ordine esponenziale su [0 , +o0).

: . 1 . NP
Infatti la funzione T ammette trasformata di Laplace anche se non ¢ di ordine
t

esponenziale:

1 +o0 @781 2 o Sx _
1/{W}=J.O T dt:fj.o e(f )Zd\/s_x—\/g s>0



4. Proprieta della trasformata di Laplace.
I seguenti teoremi mostrano che per il calcolo della trasformata di Laplace di una data

funzione esistono metodi piu facili di quello suggerito dalla definizione.

Teorema 4.1.
Se esiste la trasformata di Laplace delle funzioni f e g allora per ogni a ¢ b € R esiste la
trasformata di Laplace della funzione af+bg e risulta:

o laf +bgl=a~ [f]+ b [g].

In altre parole, I’operatore /¢ lineare.

Esempi.
1
1. 7 [cos (t+a)]= [cos(t) cos(a) - sin(t) sin(a)]z1 = (s cos(a) - sin(a))
+s
3 1 301 1 9
2. sin’t|= ~ [—sint - —sin(3t }:_ .-
[ ] PR 4 +1 4 s°+9
3 1 301 1 s
3. “cos’ t|= &~ |:—cost + —cos 3'[}:_ 4+ =
[ ] 4() 4()42+14s2+9
at _ -at
4. </ [sinh at]= & € - :l( L j: Za -
2 2{s—-a s+a/ s —a
at —at
5. “/[cosh at]= €+ =l[ 1 j: 2a .
2 2{s—-a s+a) s +a

Si osservi che €

sin (3t) = 3sin t - 4sin’ t . cos (3t) =-3cos t + 4cos’ t .

Teorema 4.2.

Se esiste la trasformata di Laplace di f: [f ] = F(s) allora, per ogni aeR, risulta

o [e“ F(t)]: f(s-a) .
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Dimostrazione.

1% [eatf(t)]ZJ.OM e e f(ydt = [ eV (tydt = F(s - a).

0

Il risultato espresso dalla (3-1) € noto come “il primo teorema del ritardo”, e puo essere
scritto in termini di trasformata inversa come

o F(s—a)]= e*f(t)

Dove ovviamente ¢ f(t)= : [F(s)].
Esempi :

1. Dato che ~[1]= l, si ha
S

, 1 B
slel=—— 5 v[eM]= —
s—a s+a

2.Datoche -/ [t"]= — ,siha
S
. at .n n! - r-at .n n!
et = —— V[t ——
(s—a) (s+a)
. @ S .
3.Datoche v [sinwt]= —— e “[cosot |= ——— ,siha
S"t+w S"t+w
YleMsinot]= ——— 5 Y [e¥sinot]l= —F——
(s-a)y +w (s+a) +ow
, s—a ] s+a
Ulecosot]=——— 5 U [eMcosot]= ———
(s—-a)y +w (s+a) +ow

Prima di formulare il prossimo teorema premettiamo la definizione di funzione gradino
unitario u(t-a) definita dalla seguente relazione :

t<a
u(t-a)Z{

1 t>a

dove, per il nostro scopo, supporremo a > 0. Questa funzione ci permette di scrivere la
funzione
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g(t)Z{ 0 t<a
f(t-a) t>a

nel modo seguente:

g(t) = u(t-a) f(t-a).

In altre parole la funzione g(t) definita precedentemente descrive la funzione ottenuta
traslando f(t) di a unita sulla destra e che vale zero in [0, a].

I1 prossimo teorema noto come “secondo teorema del ritardo” fornisce una formula per
la trasformata di Laplace di tali funzioni.

Teorema 4.3.

Sia f(t) una funzione continua a tratti di ordine esponenziale su [0 , +o0). Allora:

7 [ut-a) fit-a)]=e™ & [f(t)]

Dimostrazione.

7 u(t-a)f(t-a)] =J'0+me‘“u(t—a)f(t—a)dt :_L:Ooe‘St f(t—a)dt

_ [ a-s(t+a) A * st _pas —as
_E e (t)dt=e asﬂ e f(tydt=e o [f]=eF(s)
In particolare ¢
-as 1
7 [ut-a)]=e* = .
S
Il fattore e *® nelle precedenti formule, per ragioni fisiche, ¢ detto fattore di ritardo.
Esempi :
Determinare la trasformata di Laplace delle seguenti funzioni.

1. Funzione di Heaviside traslata di a:

7 [u(t-a)]= ée
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2. Impulso rettangolare g(t) in figura:

T

L

a u]

Essendo g(t) = k[u(t -a)-u(t- b)] segue che

7 lg)] = E (e®—e™)

3. Funzione f(t) in figura:

Essendo

f(t) = [ut)-ut-1)]-2 [ut =) —ut —2)]+3 [ut—=2)—u(t —3)]-4 [ut =3)-ut - 4)]+... =
=u(t)-3u(t-)+5u(t-2)-7u(t-3)+... =

= i(—l)n @2n+DHu(t-n)

risulta

—ns

/i)=Y e S

n=0
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4. fM)=e'u(t-a)

Da f(t)=¢* [et‘a u(t- a)] segue che

e—as e—a(s—l)
7 letu(t—a)|=e? =
[ ( )] s—1 s-1

5. fM)=tu(t-a)

Da f(t)=(t—a)u(t—a)+au(t—a) segue che

4 [t u (t —a)] = SLZ e ® +% g s

Esempi :
Nota F(s)= o [f(t)] determinare f(t)= ~ ' [F(s)]

-3s

1. F(s)=eSz ; f(t)=u(t-3)(t-3)
e—ds 1
2. FO) =5 f(t)=u(t-d) —sinw(t-d)
ST+WwW W
—ds
3. F(S)zzse—:e“;:eds( 3 _ 2 j’
$7+55+6 (s+3)(s+2) S+3  S+2
fty=ut-d)3e " -2e29
e’ds e—ds
4 F)= ft)=u(t—d)

S’ —45+8 (s-2)+4’
f(t)=ut-d) % e’ sin2(t —d)

Teorema 4.4

Sia f continua su (O,oo) e supponiamo che f' sia una funzione continua a tratti ¢ di ordine
esponenziale su [0,0). Allora

7 [f']1=s ~ [f]-f(0h) (3-7)
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Dove f(0™) = lim per t che tende a 0™ di f(t).

Piu generalmente, se f,f',...... f ™1 sono continue per t>0, e se f (& continua a tratti

di ordine esponenziale su [0,0), allora

"= o[ f]-sf (0 - 10N

S IfFM=s" [ f]-5"" F (O - -0t

Dimostrazione.
Per stabilire la (3-7) integriamo per parti

:/[fxo]zﬁmeﬂfxodtze*tfﬁ)ﬂw+s£me“f(0dt

Per completare la dimostrazione dobbiamo dimostrare che

e f(t) " =-f(0").
A tale scopo osserviamo che essendo f di ordine esponenziale

e ¥ f(t) >0 quando t — +oo
ogni volta che s ¢ sufficientemente grande. Pertanto

e f(t)

= l[inol[—e_St f(t)]=-f(0")

dove si ¢ tenuto conto del fatto che f in t=0 deve avere un salto qualora non fosse ivi

continua.

Teorema 4.5.

Sia f una funzione continua a tratti, di ordine esponenziale su [0 , +o0). Allora
. t 1 1
i) 1% U f(u)du}:— 7 [f]==F).

0 S S

iy UOJO f(v)dvdu}:izz/ [f]:sizF(s).

S

(3-8)

(3-9)



15

Esempio :
Essendo
[ 2t .
v e sin(3t)|=——F—
- ( )] (s—2)*+9
segue che
t 1 3
% j e? % sin BGuwdu|==- —F5——
0 s (s-2)"+9
t u 1 3
% I I eVsin(Bv)dv|= 5 ——5—— .
0Y 0 s (s-2)"+9
Dimostrazione.
Poniamo

h(t) = J‘Ot f (u)du

ovviamente ¢ h(0)=0. Integrando per parti otteniamo
¢ t _ o st _ 1 —st +o© 1 e —st
1% Uo f(u)du}—jo e h(t)dt_—ge h(t) |} +§I0 e s f (t)dt
= lim {—le“h(t)}+l s [f(t)]
t—+0 S S

Poiché h(t) ¢ di ordine esponenziale, il limite precedente tende a zero ammesso che s sia
sufficientemente grande, quindi la i).
Analogamente si dimostra che

1% U:f(u)du}=§ 7 [fm] 1

S

j Oa f (t)dt.

Per il calcolo delle trasformate inverse la 1) ci fornisce

o EF(S)} - jot f (u)du dove fy= " [Fo)]
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Per calcolare

o '{%F(s)}
S

¢ opportuno procedere come segue:

Prima si calcola

o
v [F(s)]=1(t)
Successivamente si calcola:
o {l F(s)} - jt fudu=gt) ;
S 0

infine si calcola
-1 1 -1 1 1 t
% L—z F(S)} = L—(g F(S)ﬂ = J'O g(u)du.

Ovviamente, per calcolare

o 'l{in F(s)}
S

basta iterare il procedimento precedente.
Esempio:

Calcolare

essendo

,/‘1 L _ ot
- S+2 =€

segue che



Teorema : 4.6
Sia funa funzione continua a tratti di ordine esponenziale su [0 ,+0). Allora

d]’l
ds"

) I [tf(t)]:_%F(S); i) o [ f0]= D" F ).

Dimostrazione.

Essendo f di ordine esponenziale su [0 ,+o), per qualche C > 0 esiste
h=inf {#eR:[ft|<Ce’ Vt>0].

Siak € (h, a), allora essendo a-k < s-k perogni s>k.

si evince che

e SR < Me ® < Me @Mt vt>0

da cui
O st O _(a-k)t
‘jbte f(t)dtijOte dt .
Essendo
b (@-k)? (a-k

segue che
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[t fv)]

+00
[ e
0

*Ytft)ydt= L

da cui, per il teorema di derivazione sotto il segno, si evince che

d

ds

J, e

SUft) dt = j

jid [e‘“f(t)]dt

e, quindi, la i). Per induzione su n si evince la ii).

Per il calcolo delle trasformate inverse ci fornisce ~ ™ [— F'(S)] =t f(t)

dove f(t)y= " [F(s)]

Esempi :

Calcoliamo la trasformata inversa di Laplace f(t)= °

) F(s) (

S-i-W)z

1) Osservato che

2 [f (S)] delle seguenti:

i) F(s)= arctan(éj

d (1 1
FS)=—— | = = 7 |tg(t
(s) ds( ; sz [t 9]
dove
a1 1 .
gt)= 1[5 52+W2}=msmwt
si evince
fty= "' [F(s)]= —smwt0

1) Risulta

4s 4s

e

-F'(s) = s+ 4 = (Sz+2)z—482

1 1

(s+1)+1

(s—1F+1

T (9 +2-2s)s+2+2s) s’-2s+2

412542
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Da cui, tenuto presente che —F'(s) = & [t f(t)] , 81 evince quanto segue
t f(t) =e'sint — e 'sint = (et —e_t)sint

quindi

7 F@)]= ()= % sint sinht

Teorema 4.7.

Sia f di ordine esponenziale e periodica con periodo T, allora

)
jo e f (t)dt

, 1
o [f] e B [f() (ut) —ut-T))]
in quanto
1 T
1% [f(t)]:l_—_sT j e f(t)dt
0
dove
T +00
j e f(t)dt = j e (t) [u(t)—u(t—T)]dt
0 0
OVVvero
;
je-sT fydt= o [ft) Jut)-ut-T)]]
0 N\ J
RESTRIZIONE DI f(t) su [0,T]
Dimostrazione.

7 [f]= Igwe_Stf(t)dt = IOT e St(t)dt + jTZT e St (t)dt + '[;T,e_Stf(t)dt T

Tenuto presente che

j;g(t)dt - j(';_a gt +a)dt

segue che
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2T st _ (T —s(t+T) _ —sT (T st
jT e f(t)dt = [ )¢ f(t+T)dt=e Io e StE(t)dt

3T st (T —s(t+27) _ 25T T st
jZTe f(t)dt = jo e f(t+2T)dt =e jo e St ()dt

quindi

1 +00

7 [f]=(1+e +e>T +)j0T e f (t)dt = [ e [f®) (M -ue-T))dt

€ 0

ovvero 1’asserto.

Funzioni periodiche : f(t+T)=f({) t>0
Esempi :

1. Onda quadra

(T=2)
Sia f(t) la funzione in figura, sia

f,(t) = f(t) [ut) —u(t—=T)]=u(t) —ut—1)—u(t —1) +u(t —2)

allora
1 e’
7 1 f.)]===2
[fo]=5-2

+ :l(l—e‘S

quindi

| 1 e 1 1=
:/ [f(t)]=m—(l—e )2:; eis:—th—
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2. Onda a dente di sega

Lo

1

(T=1)
Sia f(t) la funzione in figura, sia

f,(t) =t [u(t) —ut-1]=tut) —(t-1) ut-1)-ut-1)

da cui
—-S

1 1 o 1 5 1 ) _ €
// [fo(t)]:s—z—s—ze —ge :S—z(l—e )— S

quindi

AHOIE 1—1e5 {iz (1-e7)- e_s} _1__ e

2 s(l-e”)

3. Onda triangolare

"x__ /

1 2 3 4
(T=2)

Sia f(t) la funzione in figura, sia

fy(t) =t [ut) —ut-D]- t-2) [ut-D-ut-2)]=
—tu(t) - (t—Du(t —1)—u9,/1)—(t ~Du(t —1)+uyf)+(t ~2)u(t-2)

allora

) 1 2 . e 1-2"+e> |(1-¢°
4 [fo(t)]zs—z—s—ze + = 2 :( 2

quindi
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5. Convoluzione.

Siano f'e g due funzioni continue a tratti su [0 ,+o0) e nulle su (-0, 0).
La convoluzione di f'e g si indica con f*g ed ¢ definita dalla seguente relazione:

t
(f*g) (=] fit-u)g(w)du.
E’ facile verificare che la convoluzione ¢ commutativa e distributiva:
i) fxg=g=xf,; ii) fx(g+H)=f*g+f=*H

dove anche H ¢ una funzione continua a tratti su [0 ,+).
Inoltre ¢ associativa:

iii) (f*g)*H=f*(g*H).

infatti €

(F*g)*H® = [ (Frg)(t-u)H(u)du = Hlu)]

- f(t-u-v)g(v)dvdu

0

£x(gxH)(0)= [ £(t-v)(g*H)v)dv = 2

:Jt f(t-v).[ov g(v-u)H(u)dudV i

0

L

da cui, scambiando I’ordine di integrazione si ottiene
t t
£ (g *H)(t) = jo H(u) j g(v-u)f(t-v)dvdu=
= jot H(u)'[;_u f(t-v-u) g(v)dv du = (f * ) * H(t).

Le proprieta i), ii) ed iii) giustificano la terminologia secondo la quale f *g ¢ detto prodotto
di convoluzione. Vale il seguente

Teorema di convoluzione :
Siano f e g due funzioni continue a tratti di ordine esponenziale su [0 ,+0). Allora

v txg] ~ [f]= 7 [g] 3
OVVvero

7 [ [fe-w gw) du]=(s) (s).



23

Dimostrazione.
Per definizione ¢

% [f*g]zj.(:we'“ 0 ft-u) g(u) dudt = [[e™" f(t-u) g(u) dudt

dove A={ (t,u):0<t <o, 0<u<t }
Poiché I’insieme precedente puo essere descritto come segue
A={ (t,u:ust <oo, OSu<t}.

Scambiando I’ordine di integrazione si ottiene

o0

v [rxgl=] 0+°° g(u)du [ “e f(t-u)dt= jom g(w)du | 0+ e ™ (1) dt =

= j Oﬂoe's“ g(u)du '[Ome'“ f(t) dt = g(s) f(s) =

o0

v [regl=] 0“” g(u)du | “e fit-wydt=| 0” g(w)du | 0+ e (1) dt =

=[, e swdu [ “e*t iy di=g) )= /[ [g]
Da cui
o f(s)g(s)]= () * g(t)

Si osservi che

t t 2
1*1 = I].ldu:t; 1*1*1=(1*1)*1=Iudu:t—;
0 0 2
to2 3
1*¥1*1%] = (1*1*1)*]1 = Iu_du:L;
) 2 3!

Iterando il procedimento (per induzione)

1*1% .0 *1 = —

n+1 volte.
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Esempi

1. Calcolare I’antitrasformata di Laplace delle seguenti funzioni

IO E——— f(s)= f(s)=
VO DO ) Te-

I) Essendo

2 21 :lsin2t
s“+4 2

dal teorema di convoluzione si evince che

ko=~ 1{%}27 1{ 21 ' 21 }ZL/ 1[ 21 }*L/ 1|:
(s +4) (s’+4) (s°+4) (s +4)

cioe
F(t)= Ism 2(t-u)sin 2u du

da cui

1t in 2t - 2tcos 2t

F(t)= —I [cos 2(t-2u)-cos 2t]du = o cos

8 Jo 16

i1) Essendo
-1 S -1 1 .
o > =cost € 4 5 = sint
s“+1 s”+1

dal teorema della convoluzione si evince che

F(t)= ‘1{—25 2}::/ ‘1{ s 1 }::/ ‘1[ S }q/ ‘{
(s"+1) (s"+D (s°+1) (s"+1)

cioe
t
F(t) = [cos(t-u)sinu du
0
da cui

t
F(t)= 1 J-[sint +sin(2u - t)]du = ltsint
29 2

1

(s> +4)

b
(s*+1)

|
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iii) Da
s 1 1
(*+1)7  $+1 (s+1)?

e dalla linearitd di L ™' segue che

F(t)= ~ -1[%}: % { 21 }— % 1{ 21 2}:sint- % {
(s"+1) s*+1 (s"+1

da cui, essendo per il teorema di convoluzione

% =Y . =Y — %
(s> +1)° (s +1) (s°+1) (s> +1)

si evince che

F(t)=sint -

t .
. . sint +tcost
Ism(t -u)sinudu = ———
0

Funzione delta di Dirac
Consideriamo la funzione (impulso unitario di durata h)

0 t<0 e t>0
5h (t) =

O<t<h

> —

il cui grafico ¢

1/h

1
(s> +1)°

1
(s> +1)

|



26

Essa rappresenta una quantita che agisce nell’intervallo (0,h) dove il suo valore ¢ costante
1/h; il suo effetto totale ¢ uguale a

1
o,(H)ydt=| —dt=1
j (t) jh
Ora supponiamo che h — 0; ¢ chiaro che la famiglia di funzioni ¢,(t) diverge, ma noi
introduciamo una funzione convenzionale 6(t) come il limite di questa famiglia:
o) = Lm(} 0, (1)

La funzione J(t) ¢ detta funzione impulso di ordine zero o funzione impulsiva di Dirac
o piu semplicemente delta di Dirac. Risulta

0 t=£0
o) =

I
(e

+ 00 t

e malgrado tutto si suppone verificare che la relazione

j S(tydt = m_jah(t)dtzl

—00

La funzione o(t) rappresenta un processo limite ben definito che si incontra spesso in

fisica: una quantita infinitamente grande che agisce in un intervallo infinitamente piccolo,
il cui effetto totale ¢ uguale all’unita. Conviene considerare la trasformata di Laplace della
funzione &(t) come il limite per h — 0 della trasformata della funzione

5,0 =~ ha>ua—hﬂ
OVVvero
v [sm]=1im ~ [5,®)]

segue che

7 [s)]=

La relazione precedente puo essere dedotta anche nel modo seguente. Poniamo
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1
—t te |0,h
| - efo,h]
Uy(®) = [ G, (t)dt =
0 1 t>h
1/h p=———
|
|
1
|
I
|
|
1
h T
U, (1)

Si vede che, quando h — 0, u,(t)—>u(t), pertanto

t

[ sydt =uc)

0

Allora o(t) =u'(t) e
s = v [uw]=s ~ [u®)]-u@©) = s% =1

Qui ¢
u(0) = }11n3 u,(0)=0

Sia f(t) una funzione continua su [0,+oo), allora per il teorema della media abbiamo

Tf (t) S(t)dt = f(0)

(se la funzione f(t) ¢ discontinua per t=0, allora f(0)= f(0+) ).
Da quanto precede si evince (ancora una volta) che

7 sm]= j e S(t)dt =1
0
Per la proprieta del ritardo ¢

v st-a)]=e"
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Analogamente a quanto precede risulta
[fost-aydt = f(a)
0

dove o(t—a) ¢ latraslatadi o(t), a>0 e f ¢ continua su [O,oo). Ovviamente

0 t=a
o(t—a)=

In modo analogo si definiscono le funzioni impulso di ordine superiore. Consideriamo la
funzione

5.7 () = # [u(t)—2u(t —h)+u(t - 2h)]

il cui grafico ¢

1/h" 1
F O<t< h
. 3 M 1
h | zh ’ o, ()= e h<t<2h
|
I 0 altrove
- 1/ |- - —d

allora il suo “limite” per h — 0 ¢ per definizione la funzione impulso di ordine uno:

lim &, (t) = & (1)
Cosi come la funzione o(t), la trasformata di Laplace della funzione o,(t) ¢, per

definizione, il limite per h — 0 della trasformata di Laplace della funzione §hm(t) :

(l—e‘hs

. . 1
2 lam]=tim 5" ©]= tim

da cui

ALIGIES
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Sia f una funzione che abbia derivata di ordine n+1 generalmente continua e di ordine

esponenziale che soddisfa alle condizioni iniziali f* (0)=(0) k=0,1...n+1. Allora

s ltmm]=s" o [Fo)]

Poiché la trasformata di Laplace della funzione &(t) ¢ 1: &/ [5(t)] =1, per quanto

precede, “¢ lecito” supporre

s"=s" o [s)]= ~ [s"®)]= ~ [5,0®]

in altre parole ¢& lecito definire s" come la trasformata di Laplace della funzione impulso di
ordine n, ovvero della derivata di ordine n+1 della funzione u(t) di Heaviside.

Applicazioni:

1. Dimostriamo che:
_[;Jo(u)\]o(t —u)du = sent

A tale scopo, se poniamo:

h(t) = I;Jo(u)Jo(t _u)du = sent

dalla definizione di convoluzione si evince che
h(t) =J,(t)*J,(t)

Allora per il teorema della convoluzione, ¢

Y [h(®] =~ [Jo(®] -~ [To(t)]

Da cui essendo

[, )= —

s +1

Segue che

7 )= ="

s?+1

(1)

Antitrasformando 1’equazione precedente si ottiene la (1).
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2. Funzione Beta

La funzione beta ¢ definita come segue:

n-1

ﬂ(m,n):ﬂum‘l(l—u) du m>0,n>0

Se poniamo

n-1

h(t)=[u™'(t-u) du
0
Dalla definizione di convoluzione si evince che

()= )«t™)

Prendendo la trasformata di Laplace di entrambi i membri per il teorema di convoluzione si
ha:

o )= ] o ]
Ovvero

~ it)]~ ). L)

Da cui, antitrasformando, si ottiene:

= ). oo

r'(m+n)

In particolare ¢:
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1. Equazioni integrali di Volterra

Si dice equazione integrale un’equazione che contiene la funzione incognita sotto il segno
di integrale. Se la funzione incognita y(t) entra nell’equazione in modo lineare, I’equazione
integrale ¢ detta lineare.

Un equazione integrale del tipo

V(0= 1)+ [ (e X0

¢ detta equazione integrale lineare di Volterra di seconda specie.
Se la funzione incognita y(t)figura solo sotto il segno di integrale, ovvero un’equazione del
tipo:

_[; k(t, x)y(x)dx = f(t)

¢ detta equazione integrale lineare di Volterra di prima specie .Nelle equazioni precedenti
le funzioni K(t,x) e f(t) sono assegnate; la funzione K(t,x) si chiama nucleo dell’equazione .
Le equazioni del tipo

y(t)= £ (t)+ [ kit—x)y(x)ax (1)

dove il nucleo K(t-x) dipende dalla differenza degli argomenti, appartengono ad un
importante classe di equazioni di Volterra che vengono chiamate equazioni integrali di tipo
convoluzionale e possono essere scritte nella forma:

y(t)= f(t)+k(t)=y(t)

Prendendo le trasformate di Laplace di entrambi i membri, ammesso che f(t) e K(t)siano
trasformabili si ha:

7 ywl= 7 [1R+ ~ k)]~ [y()]

Ovvero

Y(s) F(s)

T1-K(s)

Quindi antitrasformando I’equazione precedente si ottiene la soluzione dell’equazione
integrale ( 1).
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Esempi:

Per risolvere I’equazione integrale

t)=t+ [ y(t)3,{t-u)du

scriviamo I’equazione integrale nella forma

y(t)=t+y(t)J,(t)

Allora prendendo la trasformata di Laplace e usando il teorema di Convoluzione, abbiamo

Y(s):si2+Y(s)(1—\/%J

dove si € tenuto conto che

Risolvendo I’equazione precedente otteniamo:

OVVEeTro

Antitrasformando I’equazione precedente risulta
(t)—_[tJ (u)du+J't(t_u)2 J,(u)du J' u)du +— J' u)du — tJ' u-J,l du+J‘t£J (u)du
V=] o2 02 "

da cui, essendo u-J,(u)= dd—u[u -J,(u)], segue che

Ju-3yfwpu = [ -3, )b =t-3,6)
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IuJ uldu = .[u (u)du =t*- (t)—j;u.Jl(u)du

J'u 3, (U)du =123 ()+t-J0(t)—j;J0(u)du

quindi

0= ] 3,4 3,0+ 9,00

Per risolvere I’equazione integrale
'[;u -y(u)cos(t —u)du=t-e™ —sent
scriviamo I’equazione integrale nella forma:
(t-y(t))*cost=t-e™ —sent

Allora prendendo la trasformata di Laplace e usando il teorema di Convoluzione, abbiamo

1 1 1
) +1 (s+1)  (s+1) s*+1

da cui

OVVEero

1 1 1 1 1
_Y'S: — _ —
e R Ay Y )

antitrasformando I’equazione precedente abbiamo
t-y(t)=e' -t-e +_Eu edu—1=-2t-e"

da cui

y(t)=-2¢"



34

RISOLUZIONE DI E.D. TRAMITE LA TRASFORMATA DI LAPLACE

Vedremo ora come si determina la soluzione di un’equazione differenziale lineare a
coefficienti costanti con I’ausilio della trasformata di Laplace.

E’ naturale domandarsi: gia si conoscono metodi per risolvere tali equazioni, perché allora
trovare un altro metodo?

La risposta ¢ che quando si procede con i metodi standard si cerca prima la soluzione
generale, successivamente si devono fare ulteriori calcoli per determinare i valori che le
costanti arbitrarie devono assumere affinché la soluzione soddisfi le condizioni iniziali
assegnate.

Il metodo della trasformata di Laplace semplifica notevolmente tali difficolta in quanto da
direttamente la trasformata di Laplace della soluzione del problema di Cauchy. Utilizzando
poi una tavola di corrispondenza tra F(t) e -/ [F(t)] si ottiene la soluzione richiesta.

Esempi
1. Determinare la soluzione del problema di Cauchy
y'-y'-6y =3t* +t-1 y(0)=-1 y'(0)=6

Applicando la trasformata di Laplace all’equazione precedente si ottiene un’equazione
algebrica la cui incognita ¢ ~ [y]:
6 1 1
(s°-5-6) 7 [y|F7-s+—5+—5——

s s s

7-s 1 6 1 1
7 yl=— + [—+—2——j

2
s’-s5-6 s’-s-6\s s S

da cui

dove il secondo membro ¢ la trasformata di Laplace del problema di Cauchy assegnato.
Pertanto tale soluzione ¢:

= s -1 7-s + 1 (£+L_lj
YT s’-s-6 s’-s-6\s’ s* s

Infine dalla linearita di ~ ' e da

(41 9 1

- 1 _ oot l(L_LJ :l(en_e—zt)
|S"-5-6 | 5\s-3 s+2 5
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B I B 1efe™ e™ 5 1{et e 5 5
Y55 :—j —+ ——ldu=— —+——-=t+—
s’s’-s-6] 5% 3 2 6 59 4 6 36

3u —2u 3t -2t
:/‘{%—21 }lf(e—ﬁ —§u+inu:l(e—+e——it2+it-3—5

0

sTs"-s-6] 5 9 4 6 36 5027 8 12 36

si evince che

y= §(4e3t — 9e‘2‘) —%tz

y| v+4y|+4y — t2e—2t y(o) — 0 ’ y, (O) _ 0
o [F'(®)]=s ~ [F(t)]-F(0)

2

(s+2

s 7/ [y®0]-y'(0)+4s V [y(®]-4y(0)+4 ~ [y(t)]=

$ 7 [y(®]-sy(0)-y'(0) + 4s / [y(0)]-4y(0)+4 ~ [y())] = s
= = = (s+2)

2

(s+2)

) _ 2 2 4
4 [Y(t)] (S+2)5 - 4! (S+2)5

(s*+4s+4) 7 [y()]=

4,-2t

1
t)y=—t'e
y(t) T

y''+4y = sin2t y(0)=10 , y'(0)=0

2
s*+4

s/ [y®l+4 » [y(®)]=

s [y(t)]-10s+4[y(t)]= !

216

|
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o 10s 2 1
7 ywl= sz+4+s2+4's2+4

y(t) =10cos2t + %J‘;sitﬁ(t -u)sin2u du =10cos2t + %J;[cos2(t -2u) - cos2t]du =

1
=10cos2t + 3 (sin2t — 2tcos2t)
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