TEOREMA DI GREEN

Le formule
—dxdy=[{] f (x,y)dy [1]
H il
J'J'—dxdy:[]jf(x,y) dx 2]

note come formule di Green sono due relazioni sempl molto importanti fra gli integrali estesi
ad un dominio piano e gli integrali estesi allantiera del medesimo.

Nelle suddette formuld & di classeC® (D); C e il contorno orientato del domini®d considerato

come una superficie con orientazione datandsk . PertantdC e orientato positivamente se quando
si percorreC secondo il suo orientamento il domirfdosi trova alla sua sinistra.
Per dimostrare la validita delle formule [1] e R]pponiamo che in un primo momento che il do-

minio D siay-semplice ovvero che sia delimitato dalle due re¢teicali x=a, y=b e dai grafici
C, e C, delle funzioni rispettivamente di equazioni

y=¢,(x) e y=¢,(x) conasxs<b e ¢, (x)<d,(x).
Dove ¢, e ¢, si suppongono continue con le loro derivate prime.

Premesso che nelle suddette ipotesi risulta

d 2\ X B .
9P ) oy =201, () o 1 [0 (41600 1 [x04(0]6:(
Si ottiene
1) jj dx dy = jdxj% (x.y) dy=

=J§(§I§j§i§)f(x,y) dy—f[x,¢z(x)]¢;(x>+f[x,¢1(x)]¢;(x)jdx:

j dy - J' (ay dy+J' (.8, (X)) 41 (x) dx~ I (x.0,(x))#5(x) dx =
J'f(xy dy+j X,y dy+J' X,y dx+j X,y) dx = U‘jf(x,y)dy

C, C

Negli integrali curvilinei preceden@; e C4 denotano i segmenti delle retke=b e x=a che ap-

partengono alla frontier@ del dominioD
2) J'J' dx dy = j J'¢2 (x,y)dy= J'( [x,¢2(x)]—f[x,¢1(x)])dx:[ﬁf(x

Nel caso in cui il domini® é x-semplice si hanno forme analoghe, e la dimostr&z{gon le op-

portune modifiche) é la stessa.



Passiamo ora la caso generale:
SiaD un dominio con frontier€ regolare a tratti e che possiede la proprietaesgtgula sua chiu-
sura puo essere suddivisa, da rette parallelaagilicoordinatk ey in numero finito di sottodomini

Dy ciascuno dei quali € un dominjesemplice x-semplice o entrambi (i domini rettangolari).
jj—d X dy _zjj—dxdy zgj x,y)d

La frontiera generale per tutti i domibDi € composta d& e da un numero finito di segmenti, cia-
scuno dei quali appartienelaed € comune a due domini vicini. Pertanto ogniressgo e percorso
due volte in direzioni opposte, percio gli integlrvilinei corrispondenti a questi percorsi sitco

pensano mutuamente e resta solo l'integrale e§teBertanto

Z[ﬂ X, y)dy = [ﬂf(x,y)dy

k Cy

e la dimostrazione € completa.
Dalle formule di Green segue il Teorema di Green.
Teorema di Green
Siano C, Cy, ...,C, n curve semplici, chiuse, lisce a pezzi coselguenti proprieta:

1) Le curve non hanno punti comuni;

2) Le curveCy, ..., C, stanno all'interno dc;

3) La curvaC; sta nell'esterno della cun@, Ui # | dovei =1,2,...n, j=1,2,..Nn.
SiaR la regione costituita dall’unione @i con quella parte dell’interno € che non é interna@y,

Cz, ..., Cn. SiaF=F,(X,y)i+F,(x,y)j un campo vettoriale liscio in un aperf® contenenteR,

allora

oF, aF
—= dx dy = F x dx+F X, d F x dx+F X,y)d

C‘

Fig. 1

In particolare s® € una regione limitata semplicemente conne$3& é sua frontiera allora



H(aF aFj [‘Eﬁ X, y) dx+F,(x,y) dy

0Xx

In questa formula si deve considerBreome una superficie orientata con nornkale

SeR e una regione connessa chiusa e limitata del pyai@uo contorndC e costituito da piu cur-
ve chiuse semplici, lisce a pezzi, e che sono taierpositivamente. In particolare se R € un domi-
nio semplicemente connesso, all@raara orientata nel verso orario; se R ha dei badhail caso |l
contorno dei buchi sara orientato nel verso orgviedi figura)

Comunque se indichiamo cdn la tangente unitaria@ e conN la normale unitaria € che punta
all'esterno diR, a causa dell’'orientamento @iquesti settori devono soddisfare I'equazione

vettoriale N =T xK.
Pertanto s€ e parametrizzata per mezzo della lunghezza d'aftwa

[ ik
ds s ds ds ds ds ds
0O 0 1

e risulta

T

": % ﬂ_ dy _% — ~ A\ _~
T=F o +Fy =Rl (Fl)( j (i -Fj)m

La forma vettoriale della formula precedente, owver

” (D X If) K SeC e orientata positivamente (1)

O —e
TN
el
=l
1

J (D X 'E)Eﬁ_ kJdA SeC e orientata negativamente (2)
R



(1) (2)

corrisponde al teorema di Stokes nel piano (vedigrafo successivo).

Esempio N°1

Con l'ausilio delle formule di Green, calcolare
2 2_ 2 2_
| =jj(yex +y l+y3ex +y 1) dXdy
D

doveD é quella parte del disce’ + y> <1 che sta nel 1° quadrante.

Svolgimento

Osservato che

ye Y 4yttt = E(Zyexz+y2‘l+ y22ye* " 1) =22 A
2 dy
Utilizziamo la formula
of
—dxdy =[] f (x, y) dx.
IDI dy @
Allora
1p0f 1 2,2
| == || —dxdy=-=[]| f (x,y)dx f(xy)=ye ™™
Zijay y 2[:@()/) (xy)=y
doveC e costituita dagli archi
C ix=t,y=0 O<t<1
C,:x=cost,y= sirt Ostsg
C;:x=0,y=t O<t<1

Poiché siC; & f (t,0)=0 e che siC; & dx=0, si ha:

[1] f(xy) dx:@ f(x,y)dx= —J-On/zsinzt sint dt = —jjz( T co?st) sihdt = —g



quindi | =1/3. Per verificare I'esattezza del risultato ottencatcoliamo I'integrale doppio. Risulta

1 Vié 9 X2 +y?— 1 1 1 1
|=§j01dxjol a_y(yze y 1)dy=—2ﬁ(1‘x2)dx=—2(1——3j=—3

Un’applicazione del teorema di Green
L’integrale doppio che da I'area a(R) di una regi@mnaR si pud esprimere nella forma:

Q P

— ——)dxd
ox ay) y

mm:gmw:g(

dove P=P(x,y) e Q=Q(X,y) sono tali che
0Q _0dP _ 1

ox oy

Per esempio se nella formula che specifica il teardi Green prendianfe=xj abbiamo:

I j dxdy = §xdy
R C
pertanto se Q=x e P=0 si ottiene

a(R) = §xdy

Se prendiamo F=jyabbiamo:

j J dxdy = —§ yadx

R C

pertanto se Q=0 e P=-y si ottiene

a(R) = _§ yadx
C
Infine, da quanto precede, si evince anche la famu

1
a(R —§§—ydx+ xdy .

C



Esempio N°2
Applicare il teorema di Green per calcolare I'intedg

I :myz dx + x dy
C

doveC ¢ la curva di equazioni parametriche

x=+2cost, y=+/2sint ost<2m

Svolgimento

Per il teorema di Green &

I :[‘ﬂy2 dx+xdyzﬂ(1—2y)dxdyzjjdxdy
C D D

in quanto, per simmetria &

J'J' ydxdy=0.
D
Risulta

[[axay= 4jf dxjf“”?tdy: 4f2jf sirft dx

D

da cui, tenuto presente cle=v/2 cost e 0<t< 27, siha

[[axdy=24[" sirft( 1 sirit) .

D

Utilizzando la formula di ricorrenza (che si dedutegrando per parti)

- _1 _
jsinktdt:—coSt E'ﬁ( t+kk ]jsirf‘ztdt

Si ottiene che
.[n/zsin“tdt:in, J.”/Zsinetdtzin
0 16 0 32
quindi
I :[]‘jy2 dX+Xdy=24(i—£j7T=§7T.
! 16 32)° 4

Oppure

jomzsin4t cost dt =J':/2 siﬁt( Sift coﬁ) dt =J'”/2 s sin: 2 dt =

0

1- cos@dtzﬂ
2 32

1 w2 . 1 pm2
=§IO (1-cos2) sif Edtzgj'o



TEOREMA DI STOKES

Il teorema di Stokes costituisce una generalizzeziel teorema di Green relativa a superfici dello
spazio tridimensionale non necessariamente piane.

Sia S una superficie orientata dello spazio tricisi@nale, liscia a pezzi, avente campo normale

unitario n il cui contornoC consiste di una o piu curve chiuse, continue aipsan orientazione

ereditata da S. §eé un campo vettoriale liscio, definito su un inseeaperto contenente S, allora:

J'J‘DXFDhAdS:DjFEHr
S C

Stabiliremo la validita della formula per una sdijpé liscia S che abbia una proiezione normale

biunivoca sul pianay e che il campo della sua normale unitaria punse¢alto. Pertanto su .,
una funzione di class€", definita per (x,y) appartenente a una regiBngel piano xy z=f

(xy).
| contorniC di S eC’ di R sono entrambi orientati in senso antiorario, gaadd dall’alto lungo
'assezIn questo caso e:
nas=| -9 9k Jaxay
ox oy

Pertanto:

foxeias= [l TG -SG5 -5 55

Poichéz e una funzione di x e y,sliabbiamo

dz = a—de + a—Zdy
0x oy
Quindi: [cﬁFEir [@{ X,y,z)dx+F,(x,y,z)dy+F;(x,y z)(g dx+g—}zldyﬂz

UjK F(xy,z)+ &(x,y,z)%) dx+(F2 x,y,z)+F,(x,y,z )g_;j dy} ,

C]



Applicando ora il teorema di Green nel piatyee ricordando che z é funzionexdey otteniamo:

fF ar :H[aa {F (x,Y,2)+F,(X,y, z)—} ay{F X,y z)+(F @(,y,z)—)D

-] OF, ,OF, 0z  OF,0z OF, 020z 0’z OF, 0OR 9z 0F, 0z 0F, 020z _ azzj _
K ax 0z ax ox ay 0z 0x ay * axay ay 0z ay ay X 9z ay ox ® dyox

(0F, _0F, (a_j(a_Fa_Fj _0z) (9F, _0F,)| 4
R\ dy o0z 0x 0z OX oy 0X ay

:J'J‘DXFDhAdS
S

La dimostrazione & cosi completata.

OSSERVAZIONE SellxF =0 in un dominioD dotato della proprieta che ogni curva chiusa sem-

plice e liscia a pezzi contenutal allora il teorema di Stokes assicura B(,]fd]‘ir =0 perqualun-

gue curvaC di questo tipo, per clit deve essere conservativo. Un dominio semplicencortaes-
soD ha effettivamente la proprieta appena specifiaata: curva chiusa C di un dominio semplice-

mente connesdd e la frontiera di una superficie Oi

Come per il teorema della divergenza, I'nmportamaaggiore del teorema di Stokes risiede
nell’essere uno strumento teorico. Tuttavia essmpte di semplificare il calcolo di integrali di

circuitazione come illustrato dai seguenti esempi.

ESEMPIO N° 1

Calcolare [ﬁF [dr doveF=-y*i+x%j—2z% , eC & la curva d’intersezione del cilindoG + y* =1
C

e del piano2x+ 2y + z= 3, orientata in modo da avere una proiezione cagntamento antiorario

sul pianoxy .

Svolgimento
C e il contorno orientato di un disco ellitti€bche si trova nel piano 2x + 2y + z = 3 e che fdh-il

sco circolareR: x> + y* < 1 come proiezione sul piany. SuSabbiamo

ﬁdS:(2i+ 2j +k )dxdy,

9



inoltre
OxF=3(x*+y?)k

Quindi per il teorema di Stokes
~ h 3T
[]ijr :IIDXF dS:H3(x2+y2)dxdy: 27TJ- $2pd,0:7
C S R 0

ESEMPIO N° 2

Calcolarem F dr , dove:
C

F:yexi+(x+ex)j +7°k

Cx =1+ cod y=1+sint z=1-sint-cog tO[0,27]

Svolgimento

i) Per il teorema di Stokes e

[ﬁFmr :ﬂDdes
C S

DoveSeé la parte del piano di equazioree= -3y interna al cilindro di equazionec=1+ cog
y=1+sint tO[0,r7].
Pertanto essendo
ndS=(i+j+k )dxdy e OxF=k
Si evince che

mFmr :IIDXFds=dexdy:ﬂ
C S T

DoveT & la proiezione dBsul pianoxy ovvero{(x, y):(x-2)"+(y-2’< ]}

ii) Osservato ché& = (yeX i+e*j+72°k )+ Xj =F ,+X e cheF, é conservativo, segue che

10



mFmr =U‘jFlEﬁr +mxdy :T(l+ cog) cosdt =77
C C 0

iii) [ﬁFmr:myex dx+ (x+€) dy + Z° dz
C C
2 )
j{—e(1+ sint) ™ sirt+( H cos+ ee‘m) cdst [1-(sint - cog ) (sit— cob }dt =
0
o 2 2
ee™| —eJ' e sin? dt + n+ej e ®cog dt =77
0 0
In quanto
2 = 2r 2
j e** cost dt =sint e E + je‘m sin’t dt = I e sint dt
0 0 0
2 2
j[l—(sint +cog)] ( sin- cogdt =
0
ESEMPIO N° 3
Disegnare la curvaC:r (t) =sinti + sin 2] O<t<2m  ecalcolare
mF [dir dove F=ye®i+x% |
C
Svolgimento

Da x=sint e y=sin2 =2sint cod seguex =sint,y/2x= cos. Da cuix*+y*/4x*=1

Owvero y=-2xy1-x y =2xJ1-%°

| cui grafici sono rispettivamente:

)
e

11



DunqueC é la frontiera di una regiorieunione di due regionR e R,. Osservato che

t=0- (0,0, =77:—>(%,1j, :gq(l,o) :znﬁ(%,—j,

t=r- (0,0, t:gna(—i,l) t=2r- (1.0, t=27- (0

J2
Si evince che la frontiera d® € percorsa a partire da (0,0) nel verso positwiigrario), le fron-

tiere di R, € percorsa nel verso negativo (orario).
Allora su R éﬁ:k,sul'-\’2 én=-k
Poiché R e R, sono simmetriche rispetto all'asge
rot F=0xF :(3x2ey —exz) k
e pari inx, abbiamo
[[OxFmds=~[[OxFmds
R Ry
Quindi

[ﬁFmr:”DxF dS:H +jj =0
C R R Ry
ESEMPIO N° 4

SeC e il contorno orientato positivamente di una regipianeR avente areé e centroide(i,y) ,

interpretare geometricamente l'integrale di linea

ngmr dove: a)F=x’j; b) F=xyj; c) F=y?i+3xy]j.
C

Svolgimento

Per il teorema di Stokes (esserRRlona regione piana) ho

fror =] 5253 on

a) [[JFr = [[ 2xdA= 2AX
C R

b) [fJF@r = [[-xdA=-Ax

R

12



0) [ﬁFmr :”(By—Zy) dA = Ay

ESEMPIO N° 5

Calcolare
[ﬁ(xy dx + yz dy + zx dz)
C

lungo il contorno del triangolo con vertici (1,0,00,1,0), (0,0,1), orientato in senso orario gaard
dolo dal punto(1,1,1).

Svolgimento

C giace sul pian=1-x-y ed e il contorno di quella par&del piano la cui proiezione sul piano

xy € il dominio limitatoT che ha come frontiera il triangolo con verticiO)1,(0,1) e (0,0). Ovvia-

mente

Djxydx+yzdy+zxdz:[ﬂFmir dove F=xyi+yzj+zk .
C C

Per il teorema di Stokes &

[ﬁFmr =HD><FdS
S

C

Essendo

OxF=yi-zj-xk, n=- (i+j+k) e dS=+/3dxdy e tenuto presente che Sg

1
V3
X+y+z=1,siha
~ 1 1
ngFmdS:gﬁ(x+y+z) o|s=jTjo|xdy=E
Quindi

[ﬁxydx+yzdy+zxdz:1
A 2

ESEMPIO N° 6

Calcolare

Dj(ydx—xdy+ 7> dz)
C

13



Lungo la curveC d'intersezione delle superfici cilindriche= y* e x* + y* =4, la curva ¢ orientata

in senso antiorario vista dall’alto lungo I'asse

Svolgimento
La curvaC ¢ il contorno di quella par®della superficie cilindricaz = y* la cui proieziond sul
pianoxy € il discox® + y* < 4. Ovviamente

ijdx—xdy+zzdz:mFmr dove F=yi-xj+2°k
C

C

Per il teorema di Stokes e

Uijr=ijxFﬁds
C S

essendo
OxF=-2k, ﬁ=%(—2yj+k) e dS=+/5 dx dy
risulta
fF@r = [[OxF B ds= [[ 2 ds=~2[[ dxdy = -2( 47):
C S S \/g T
quindi
[ﬁydx—xdy+ Z* dz=-8rr.
C
ESEMPIO N° 7
Calcolare

[[OxFmds
S
DoveSeé la semisfera® + y* + z> = a® con normale esterna crescente e
F=3yi-2xzj +(x2 —yz)k
Svolgimento

Il contornoC di Sovvero la circonferenza® + y*> = a” e anche il contorno del disco

T:x*+y?’<a’e z=0. Allora

14



HDmeﬁds=mFmr =ijme dA
T C T

essendd0xF)k =-3z-3 e z=0 suT segue che

ijxF[k dA:”dxdy:—Snaz.
T T

ESEMPIO 8

Calcolare

HDmeﬁds

S
DoveSeé la superficiex® + y? +2(z—1)2 =6, 220, n & la normale esterna (rispetto all’origine) su
Se

. . 2 2 2
F:(xz—y3cosz)|+x3ezj +xyze“ VK

Svolgimento
Il contornoC di Sovvero x* + y* =4 & anche il contorno del disdo: x* +y*<4 e z=0.

Allora

ﬂDmeﬁds:[ﬁFmr =”D><F[@ dA
S

S C

Essendo

OxFk =3x’¢*+3y°cosz e z=0 suT segue che

[[OxF & da=3[[(x* +y*)dxdy

S T

Da cui, usando le coordinate polari, si ha

J'J’DXFEhA dS:3Td0"f,03 dp =247
0

S 0

ESEMPIO N° 9

SiaC la curva

(x-2)"+4y* =16
2X+y+z=3

orientata in senso antiorario quando guardataaitalldall’assez. Sia

15



F=(22+y?+sinx?) i +( 2y +2) +(xz+ 2z)k .
calcolare

F Calr

o=h

Svolgimento

C e la frontiera, orientata nel verso antiorarid,disco ellitticoS che sta sul pian@x+y+z= 3,

ovvero sul pianaz = -2x -y + 3. Sha normale unitaria

ﬁ=%(2i+j k)
Essendo
OxF=(2z-1)i+zj
Si ha
JF car = [[oxF ds=ﬂ(5z_2) dSF
C S S \/6
2
(x-1)" ¥

Osservato che S ha una proiezione biunivock Su1—6 2 <1 la cui area &[R07= 87

segue che
iF car =”%[5(3— 2-y)- 2]V 6dxdy = [[( 13 18- §)dxdy

Osservato che le coordinate del centroidé sbnoX =1 e y =0, si evince che

[[yaxdy=0 [[xaxdy=1
A

T

16



quindi

J'J'(13— 10x) dxdy = 1% area diJ- 0 area d)

T

LﬁFEﬂr
C

ESEMPIO N° 10

Mediante il teorema di Stokes dimostrare che

[jjydx+zdy+xdz=\/§na2
C

Dove C eI intersezione, orientata convenientetmedtelle superfici:
xX*+y*+z°=a’e x+y+z=0.

Svolgimento
Il cerchio C, intersezione della sfekd+ y*+ z* =a® con il pianox+y+z=0, & la frontiera del
discoD che sta sul piana+y+z=0.

Osservando che

Lﬁydx+zdy+xdz=m(yi+zj+xk)m :[ﬂ: )|
C C

C

(ovviamente & = yi+zj+xk ) per il teorema di Stokes risulta:

fIF@r = [[OxF @ ds=[[(< + + )il ds
C D D

Essendo s (che sta sul piano di equazioae —x-y)

segue che

17



Si é tenuto conto del fatto che I'integrale al setmmembro e I'area del dis€b Ignorando cio si

puo procedere come segue. Poiché

{x2+y2+22:a2 {2x2+2y2+222=a
=

X+y+z=0 z=—(x+y)

Segue che il discD si proietta sul pianay nel dominio T la cui frontiera € la conica di egoaz

2x2 +2y*+ Xy =a°’ (3)
Ricordando (vedi rotazione di assi coordinati) aheequazione del tipo
AX*+Bxy+Cy’+Dx+Ey+F=0 B=#0 4)

in un sistema di coordinate u,v ottenuto rotandto(no all’origine) gli assi x,y di un angol® tale

che

assume la forma
au’+cv’+du+ev+f =0

ottenuta sostituendo le equazioni della rotazicewgi dssi:

X=ucos@d-v sind
y =usiné+v co¥

nell’equazione (2) ne consegue che le equaziowii @sservazione*)

X
1

sl‘l—\ sl‘l—\

(u-v)

y=—=(Uu+v)

trasformano I’ equazione (1) nell’equazione




. . . a
ovvero in una ellisse di are%an.

Quindi

x/éj;fdszj;J'dxdy=3aT;n:\/§m2

(*) Osservazione. Nel caso dell’ equazione

22X+ 2xy+ 2y* =a’

T Vid
e cotg ¥ =— quindi 6 =—.
g 5 q 4
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