Teorema della Divergenza (di Gauss)

Sia D un dominio tridimensionale regolare, la aointieradD € una superficie chiusaorientata
con campo normale unitamouscente da D.
Se

F(x.y,2) = Fy(x,y,2) 1 +F, (x.y,2)  + F5(x,y,2) k

€ un campo vettoriale liscio definito su D, allora

m OmF dV:j':f Fh dS
D S
Dimostrazione

Incominciamo a calcolare il flusso di un campo wettle
F=F(xyYy,z)k

parallelo all’ asse z uscente da una superficientabile chius& liscia a pezzi che ¢ il contorno di
un dominio D z-semplice .

Poiché D é z-semplice , tale dominio € compresa geafici di due funzioni z = f (x,y) e

z = g(x,y) definite su una regione connessa e limitata Fidgloxy. Se supponiamo
f(x,y)< g(x,y)allora

(x,y,2)OD = (x,y)OR € f(x,y)z<g(x,Yy)

Y

Suppostof e g diclasseC'(R) , la superficieS consiste di una parte inferiog di una parte
superioreS, definite rispettivamente dalle equazionz = f (x,y) e z=g(X,Y)ed
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eventualmente da una pa8gdel cilindro verticale che passa per la frontigraRd .
Calcoliamo

ﬁFmds
S

doven e il campo normale unitario &uscente da D . Essendo sulla superficie late®ale
kin =0 risulta

ﬁFmdS:”FmdS+”FmdS
s S, s

Poiché si5 € :
k[ndS=k —ii—iﬁk dxdy = dxdy
ox oy
mentre suS; € :
klndS=k ﬂi+ﬂj—k dxdy = —dxdy
ox oy
risulta :

ff F i ds=ff F.(x vk i ds= [ [F 00y, 90 y)] dxdy = [[ [Fo 0y, £ (x y)] dxdy =

(%)
] { P aaiz} orty= [ % e

R [ f(xy)

E’ evidente ora che se D é x-semplice possiamceeueastesso tipo di ragionamento per dimostrare
lidentita

, oF
:EJ( F, il dS:jJ;f a_xl dxdydz

mentre se D € un dominio y-semplice l'identita &

. oF
{j F, jh dS:jﬂ a_yz dxdydz

Pertanto se D € un solidey-z semplice, la cui frontier& & una superficie chiusa, orientabile e
liscia a pezzi e se

FX %2 =F (%2 i+FX¥%2) j+FX Y2 k

& un campo vettoriale di clas€2(D aljora
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[ oF, , OF, , OF, dxdydz =} (F, i+F, j+F, k)ids
o \ox dy o0z

S

ovvero
[[[ divFdv =§f Frids
D S
Ora supponiamo che D sia 'unione di due domineD, X-y-Z semplici che non si sovrappongono
e che la frontier& viene divisa ir§, e S, dalle superfici&s che taglia D in De D, . Ovviamentes

e parte del contorno sia di ;[Bhe di B . Poiché il teorema vale per entrambi i dominieédD,
abbiamo:

jﬂ OFdV = {} FA,dS

sos”

jD” OFdv= {f FA,ds

s,08

jﬂ D[de:jij D[de+jD{j OCF dV =

=[[ Fh,ds+[[ Fh,ds+[[ Fh,dS+[[ FrAds
S, s S s

Poiché le normali estern®, e n,, rispettivamente dei dominii® D, puntano in direzioni opposte
sui due lati diS, i contributi provenienti d& si elidono, pertanto risulta

jﬂ DDFdV=g leds+g Fuﬁzds=jsj F [ dS

Iterando il procedimento precedentemente si eviacealidita del teorema al caso in cui D e
regolare ovvero e I'unione finita di domixiy-zsemplici che non si sovrappongono.
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Vale il seguente

Teorema. Siano:B(r) una sfera solida di raggice con centro irP,; Sla frontiera diB ( } f la
normale unitaria esterna & | B(r)|il volume di B ¢ ). Allora

lim Tl)l j’:} F 0 dS =(gradF)(P,).

-0 | B(r

Dimostrazione.

Dobbiamo dimostrare che daz> eSisted= d(g)> 0 tale che

¢ (P) -

|B(r)|ﬁFmdS<‘9 per ognid<r <J.

Dove ¢ (P)=(gradF)(P). Poichég & continua inP,, in corrispondenza di > @siste una sfera

B(R,;0) tale che

#(P)-¢ (R) < per ogniP O B(R,; 5 )

Se scriviamo
¢ (R)=¢ (P)-[¢ (P)-¢ (R)]

ed integriamo questa equazione su una €/ r doveO<r <J, abbiamo

¢ (R)|BO)|=[[]OF(P)av - [[[ [¢ (P)-¢ (R)] av.

B(r) B(r)

Da cui se applichiamo il teorema della divergerizaiano integrale del secondo membro,
otteniamo

|B(r)|§:'f _|B()| |B(r)|<€perogn|o<r<5

La formula dimostrata nel teorema precedente cioe

OF(P) = ff Fihds

IB(r)I

in precedenza in alcuni testi di analisi vettorialpresa come definizione di divergenza e fornace
seguente interpretazione fisica della divergenza.
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Supponiamo chE rappresenti il vettore densita di flusso di uoarente stazionaria. Allora come
gia visto, l'integrale superficiale

ff Fif ds

S
misura la massa totale di fluido che scorre atiso/®nell’'unita di tempo nella direzione di;
il rapporto

1

—|B(r)|£meds

misura la massa per unita di volume che scorraetts@ nell’'unita di tempo e nella direzione di
n. Poiché il limite per — 0 del rapporto precedente € la divergenZaidiP, segue che:

la divergenza diF in un puntoP pu0 essere interpretata come la rapidita di zemne della massa
per unita di volume e per unita di tempdn

Osservazioni importanti

Dal teorema di Gauss segue

1. 1l flusso uscente da una superfice( orientabile e liscia a pezzi ) , di un campotwadle
costante e uguale a 0

2. Qualunque sia la superficie chiuSéorientabile e liscia a pezzi ), &

ﬁ (DxF)Dﬁds=m OMxFdS =0

Ovvero

ﬁ rot FIhdS =0

S

UNA APPLICAZIONE DEL TEOREMA DELLA DIVERGENZA

Sia D un dominio regolare la cui frontiera € laestigie S. SeF € un campo vettoriale liscig, €

un campo scalare lisciocee un vettore costante arbitrario, allora applicahteorema divergenza
a Fxc e ¢c, si ottengono rispettivamente le seguenti reldarettoriali:

i) mede:—ﬁ FxAdS

i) m OgdV = —j’:f pids.
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Osservazione

Formalmente la i) si ottiene da

H D[de=—ﬁ F[hdS
D S

Sostituendo- con x e ponendo il segno meno al 2° membro;
la ii) sostituendd- con ¢.

Il teorema della divergenza applicatd-acda

[[] ox(Fxc)av = ~ff [(0xF)e-(0xc)®]dv=cq|[ (0xF)dv

fi (Fxc)mdv =~ (cxF)mdds=-{ff cifF xi)ds=-c[[ (Fxf)ds

S S

segue che

[m (OxF)dv +§f (FXﬁ)deE::O
D S
da cui, data 'arbitrarieta di, si evince che

[[] (OxF)dv =-ff (Fxf)ds.

S
Esempio 1

Verificare il teorema di Gauss nel caso in cui IDdminio la cui frontierac ¢ il tetraedro
delimitato dai piani coordinati e dal piano

i Y2 a>0, b>0, c>0;
a b c
e
F=0® doved =d(x,y,z) =Xy + z2
Svolgimento

Dobbiamo dimostrare che
ﬁ FLA dS =m 0 LF dS
o D
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doven denota la normale unitaria esterna a Ovviamenteo € costituita dao,, 0,,0,,0, dove:

o, € quella parte del piano di equazione
z=c--Y) xyOT
a b

essendo T il triangolo di vertici (0,0,0), (a,0,d,b,0);
o, e il triangolo di vertici (0,0,0), (0,b,0), (0,0;c
o, € il triangolo di vertici (0,0,0), (a,0,0), (0,p,c

o, e il triangolo di vertici (0,0,0), (a,0,0), (0,h,0
Poiché suo, e

n dS= [—|+—J+kjdxdy
a b

F=Ob=yi +x] +2c(1—5+1jk
a b

si ha

”FEﬁdS ”KC 2:) +(§—%)y+20}dxdy:%(a+b)2

Analogamente
2

”FE(i)dS:—” ydydz = -

gFE(j)dS:—L xdxdz = —a%‘:

[[Fa-k)ds= [[ods=0

Quindi

ff Fh ds =% [(@+b) -a? -b?] = abe.

3

g

Infine abbiamo

m' OFdv= ”j 2dV = 2(volume del tetraedro)—lz >

Oppure integrando per fili

I v =off (1= +2 Jonay = 2 -2
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Esempio 2
Verificare il teorema di Gauss nel caso in cui

F=(y+xz)i +(y+yz)j-(2x+2z2)k ,
D ={(x,y,z) : X2 +y2+ zx a2, x>0, y>0, z>0}.
Svolgimento

Dobbiamo dimostrare che

m OLFdvV= ﬁ F LA dS
D o

dovec ¢ la frontiera del dominio D & denota la normale unitaria esterna alla superdiclea

superficies consta di quattro parti:

={(x,y,z) : x2+y?2+z72=a2,%0,y>0ez>0 };
={(xy) x2+y2<a? ,%0,y>0}
={lyz) y*+zx<a? , ¥ 0,220}
o,={(x,z) x*+zxa? ,%0,z>0}.

Suog, & z=,a*-x*-y* (xy)UT=og,, pertanto

nds = —%l—%1+k dxdy = (—|+X1+kjdxdy
0x oy z

J‘J‘ F LA dS= ”{ xy+y +2(x2 + y2) -2x -azjdxdy.

ya’ -y

Passando a coordinate polari abbiamo

/2

J;j F Ln dS= { (sin@cos@+%j i

/2 2
+ .([ do (2p -a ,o)dp ZJ' cosddé J',o do = (g—lja—;

o t—

Suog, €z=0 en =-k, pertanto abbiamo
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” F Ln dS= 2”x dx dy
%3 %
Passando a coordinate polari si ha
jj F LA dS= 2ﬂf cosd dé ipzdp =2—§3
o, 0 0

Analogamente tenuto presente cheogue x =0 en =- i si ottiene

3

g FLn dS:-g y dzdy:-%
Suog, e y=0 en =-j , pertanto
[[ FuAds= [ ods=o.

Quindi

Infine

J!J. OLwWF dv= ”J dv = %(volume della sfera) %—gna3 = g%g

Oppure utilizzando le coordinate sferiche si ha :

/2

72 a 3 3
j! dV=J; do J;sinCDdH 'c[pzdp:gla?zg%.
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Esempio 3
Verificare il teorema di Gauss nel caso in cui:
D :{(x, y,2): X2 +y?+22 < a2}
)F=F(x,y,2)=xi - 2yj + 4zk
JiIF=F(x, y,2)=x%i +3yZ’] +(3y22+ xz)k
Svolgimento
E’ opportuno usare le coordinate sferiche:
X = psing cosd, y=psingcosd, z=,Ccos¢

dove 0<d<2n, O0<¢<n O<p<a.

Sul contornas del dominio D, ovvero sulla sfera di raggio a centro nell’origine, vale:

p=a, dS=a’singdddg, ﬁ:L:La r=xi+yj+zk

[l

doven indica la normale unitaria esterna.a

Inoltre 'elemento di volume, in coordinate sferlcke:

dV = p® singpdpdd dp

Premesso cio, bisogna dimostrare che:

jﬂ D[de=£§ Fh dS

i) Risulta
(] oFav=3f[[ av=3fra’
D D 3

{:;{ F dS:j::j F% ds:L[ i(x2—2y2+422) ds=
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2 w
=a’ J' dz9J. (sin2 @cos 9 — 2sin® gsin® 3 + 4cos’ ¢)) singdgp=

0 0

=-a° nJ' @-cos @)sing dg+ 87Ta3J' cos gsing dg= a3n(—g+%j = 4/1a°
0 0

i) Risulta

j” DDF:SIH (x2+y2+22) dV:BT dﬁf sing dgoj ,04d,0:1—52a577
D D 0 0 0

{:j E ds:{;f F%dszig (x4+6y222+x22)d8

Osservato che il terzo degli integrali superfic@ecedenti € nullo in virtu della simmetria, segue
che

ff Fod ds=§ﬁ (x* +6y22?) dS:aSTcos“ﬁ dﬁf sin® gsing dg+
o o 0 0

2 m
+6a° j sin® 9 dﬁj sin® gcs’@sing dqz):%z a®m
0 o]
Infatti risulta

2

T 2 2
[ coso do=] (MJ dﬁ:lj (1+2c032z9+wj 49=27
J J 2 41 2 4

sin* gsing dqo:j (1—200§¢)+cos4qo)sinqo dqozi—g
0

Ot

sin® gcos gsing dqo:I (1—co§go)co§qosin(0 dqo:%3

0

Ot—Y

j sifd dd=rm

o

37



Esempio 4

Verificare il teorema di Gauss nel caso in cui

F=(x+yz)i+(y-xz)j+(z-e*siny) k

D:{(x,y,z): X+y?+z2<da®  xXP+y’<a’ }

AY
] X2+ y2+ 7% =4a?
| y
2
VAN
X2 y2 _a2
o)
\/

Svolgimento

Dobbiamo verificare che

J’y DDFdV:j::j Fh dS

La superficied ovvero la frontiera di D consiste di una parténditica o, e di una parte
sfericao, . Pertanto

fi Fiads=([ Foh, ds+[[ F, ds,

g

Dove: h, € la normale unitaria al cilindro verticale
x?+y? =a? \z\sa\@;
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n,e la normale unitaria esterna alla sfera

X°+y?+27° =4a°,

Usando le coordinate cilindriche, sulla superflaterale della parte cilindrica é

FOh, =F [E—(COS:? i +sinz9jﬂ =

:—Kacos& + zasin;?jcos&’{asinz? + zaco&?}sinﬂ}=—a

Quindi

[[ Fi, ds = -af] ds =-47a°y3

Usando le coordinate sferiche, sulla parte sfaxica
X =2asingcosd y=2asingsind z=2acosg

dove

pertanto
Sy
” F, dS, =2—1a“' Flr ds, = ZaZJ'” dz96J' 4a%sing dp=16a%3m
o o, 0 LT

6
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Quindi

ﬁ F dS=12a%7/3

Infine, tenuto presente che I'elemento di volumeadordinate sferiche é

dV = p’sing dg dg dp

Abbiamo

us

m OOF dv=3 m dv=62f dﬁf sing dwT p? dp=12/3a°r
D D 0 n _a

6 sing

Osservazione

L’equazione del cilindrax® + y* = a? in coordinate sferiche &
2 cin? SZ ] — Q2 2 cin? — A2

p°sin” glcos J +sin“FJ)=9° ovvero p°sSin“g=a

a
da cui pP=—
sing
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Esempio 5

Un dominio conicd con vertice in0,0,b)e asse lungodsse ha come base un dis@adi raggio
a sul pianoxy. Determinare il flusso di:

F=(x+y?) i +[3Cy+y° —x°) j +(z+1) k

che attraversa la frontier@ della parte conica del dominid ovvero la superficieg di equazione:

z:b—gqlx2+y2 b>0

Soluzione

Utilizzando ilteorema di Gausabbiamo:

{:ff FIh dS = jij O0F dV - jTj Fh dS
Ora calcoliamo i due integrali alla destra dellaz®ne precedente:
jﬂ OCF dv = jﬂ [2+3(x +y?) dv=§azbn+ 3]!] (x +y?) av
Essendo:
I b +y?)av=[f (x2+yz)(b-gmj dxdy
Utilizzando le coordinate polari si ottiene:

[ b+ av =of asf {1-2 oo = 22"
° 0 0 a

Oppure se indichiamo carfz)il disca
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Si ha:

(b-2)

j” (x +y) I dz” (x +y )dxdy I dzj dg J’ 0% dp _77ba4

10

Pertanto:

jﬂ OCF dV = %ba2n+l_3;ba4n_
Ora tenuto presente che B& z=0, abbiamo:
jTj F ds:jTj F[Q—k)ds:—jTj (z+1) dxdy:—J'T'[ dxdy = — 77a?
Quindi:

j Fh dS:gba2n+§ba4n.+ P
o 3 1C

METODO DIRETTO

Su o abbiamo:

F=(x+ y2) i+(3x2y+ y3—x3) j+(1+b—gmj K

n dS= %I—a—j+k dxdy
ox oy

Pertanto:

42



X% + xy? 3xy +y*—x3y b
J’J‘ Ef dS = Ij[ [ — v }+1+b—gw/x2+y2]dxdy.

Osservato che per la simmetria (giustificare!) e:

> dxdy=0

” m dxdy = ”

Segue che:

JJ Foas= _“ A Y [ y? |dudy+ (L+b) _” SV AV Y ey

XE+y? X2 +y?
Utilizzando le coordinate polari si ottiene
5277 5
” Y xdy= 3] cod Isin? 3 dﬁj 0° dp_§—j sin?29 d9=-2 r
\/X +y? 4 5

521 5
” ydxdy J' sin*9 dﬁj' o d,o—la— (1—2005219 %j dﬁ—ﬂ(gj

X2 +y? 459

3

2m
a
dxdy = I sin® 9 d19J. 0% do= JT?

2

Quindi

3
” F i dS—E(iaE’ﬂ ”a_J +(1+b)ra’ =3 batr+ 2barr.
10 3 10 3

43



Esempio 6

Sia g quella parte della superficie cilindrica di equas y> + z° =1 che si trova nel Iottante

compresatraipianix=0ex = 1.

Calcolare il flusso del campo vettoriale

F=3xZ"i-xj-yKk
uscente dag

Svolgimento

E’ opportuno utilizzare le coordinate cilindrictatora I'equazione do € p=1
La superficieo interseca il pianoyz nella curva C di equazioni parametriche

y =cosd, z=sind Osﬂsg
pertanto risultadS = dJ . Essendo sulla superficie laterale del cilindro
dS=dddx, F=3xsin°4 i-x j—cos? k, N =cos? j+sind k
Segue che s é

F dS = (- xcosd - cosdsing) ddx

quindi

T

” F ds=—f dﬁj (xcosd + cosdsing) dx=-1.
o 0

0
Oppure
se indichiamo con D il solido cosi definito:

D:{(x,y,z): y?+z°<1 y=20, z=0, OSXS]}

per il Teorema di Gauss risulta

jj Fh dS = m OOFdV - ” k|do, - ” F(-i)do, —” -j)da, - H

dove il significato dig; i= 1234 é ovvio.
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Essendo

J;;[ F[(_k) dSL:'g y dXdy::[ dx'(l[ y dy:%

” Fi(-) ds, =” -3xZ dxdz=0 suo,ez=0

H Fil-i) dss=£3j X dxdz:j)' dzi  ae L

%
g F[b?) ds, :J;f 3z’ dxdz:3j;2 sin? 9 dﬂJj p’ dp:%n

[[] ooFav=gff[ 2 dv:gj‘ ax[[ 2 dzdy
D D )

dove C(x) denota il disc@” +y* <1 z=0, y=0

pertanto

[[[ ooFav :ST dx?2 sin” 9 dﬁj Pdp=1
D 0 0 0 16
quindi

” F dS=iﬂ—£_l_i”=_l
o 16 2 2 16
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Esempio 7

Verificare il teorema di Gauss nel caso in cui

D={(x,y,z)‘x2+y2+(z—a)2 < 4a%, 220}

F:F(x,y,z):(x2+y+2+zz)i+(eX2 +y2)j+(3+x)k.

Svolgimento

La frontiera del dominio D € costituita da queltate S della superficie sferica che sta sul piano
Xy:

x*+y?+(z-a) =4a®> z=20

E dal discdl : x* +y® <3a®, z=0. Quindi dobbiamo verificare che
O
[[JO® dv=[[ F{-k) dA+[[ FINdS
D T S
A tale scopo calcoliamo separatamente i tre inteded’' uguaglianza precedente.

i) Poiché D e simmetrico rispetto ai piaxn 0 e y =0, risulta

[[[ o dv={[[ (2x+2y)dxdydz=0

i) [J Fi{=k) ds=~[] (3+x)dxdy = -3[[ dxdy = ~9r7a®

T T

iii) Per calcolare

[[FNds

S

Facciamo il seguente cambiamento di variabili

X=X, y=y z=a+u

e poniamoF(x, y,a+u) = G(x, y,u). Allora il valore del flusso dato dall'integrale

precedente e uguale al flusso, del campo vetto@alescente da quella parte della sfera di
equazione

x*+y*+u®=4a® u=-a
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Ovvero che sta sul piano=—a (vedi figura).

/
N

Per il calcolo di
1

0 o 3
J;JF[NdS=2—aJ'é[GEQX|+yj+uk)dS:2—aJ.§[dS

Dove si é tenuto conto delle simmetrie gia menzimnasiamo le coordinate sferiche. A tale
scopo, tenuto presente che

COSH:E = a:]_T

2 6

Si evince che 0< qu££+2 =gﬂ.
2 6 3

Quindi

'[IF DEI dS= 32J-]le9:]. 4a° singcosp dg= 977a>
S 0 0

Il che completa quanto volevamo verificare.
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