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Teorema della Divergenza (di Gauss) 
 

Sia D un dominio tridimensionale regolare, la cui frontiera D∂  è una superficie chiusa S orientata 
con campo normale unitarion̂  uscente da D. 
Se   
                                     F(x,y,z) = 1F (x,y,z) i + 2F (x,y,z) j + 3F (x,y,z) k   

 
è un campo vettoriale liscio definito su D, allora 
 

∫∫∫∫∫ ⋅=⋅∇
SD

dSdV nFF ˆ  

 
Dimostrazione 
 
 
Incominciamo a calcolare il flusso di un campo vettoriale   
 
                                                              =F 3F (x,y,z) k  

 
parallelo all’ asse z uscente da una superficie orientabile chiusa S liscia a pezzi che è il contorno di 
un dominio D z-semplice .  
Poiché D è z-semplice , tale dominio è compreso tra i grafici di due funzioni  ),( yxfz =  e 

),( yxgz =   definite su una regione connessa e limitata R del piano xy. Se supponiamo 
f ( x, y )  ≤  g ( x, y )  allora  
 

RyxDzyx ∈⇔∈ ),(),,(   e  ),(),( yxgzyxf ≤≤  
 
 

 
 g 

 
 
 
 
 

 f 
 
 
 
 

 
 R 
  
 
 
 
Supposto f e g  di classe )(1 RC , la superficie S consiste di una parte inferiore S1, di una parte 

superiore S2 definite rispettivamente dalle equazioni    ),( yxfz =   e   ),( yxgz = ed 
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eventualmente da una parte S3 del cilindro verticale che passa per la frontiera di R .  
Calcoliamo                                               

                                                                    dS
S

        nF ˆ∫∫ ⋅                     

 
dove n̂  è il campo normale unitario di S uscente da D . Essendo sulla superficie laterale  S3   

⋅k n̂  = 0    risulta 
 

dS
S

        nF ˆ∫∫ ⋅  = ∫∫ ⋅
2S

F n̂ dS + ∫∫ ⋅
1S

F n̂ dS 

Poiché su S2 è : 
 
 

⋅k n̂ dydxdydx
y

f

x

f
dS =








+

∂
∂−

∂
∂−⋅= kjik  

 
mentre su S1 è : 

 

⋅k n̂ dydxdydx
y

f

x

f
dS −=








−

∂
∂+

∂
∂⋅= kjik  

 
             

 risulta  : 
 

[ ] [ ]∫∫ ∫∫∫∫∫∫ =−=⋅=⋅
R RSS

dydxyxfyxFdydxyxgyxFdSzyxFdS )),(,,()),(,,(ˆ),,(ˆ 333         nknF  

dzdydx
z

F
dydx

z

F

DR

yxg

yxf
∫∫∫∫∫ ∫ ∂

∂
=













∂
∂

= 3
),(

),(

3  

 
E’ evidente ora che se D è x-semplice possiamo usare lo stesso tipo di ragionamento per dimostrare 
l’identità  

dzdydx
x

F
dSF

S D
∫∫ ∫∫∫ ∂

∂
=⋅ 1

1 ˆ 
 
 
 
 
 
 
 

ni  

 
mentre se D è un dominio y-semplice l’identità è 
 

dzdydx
y

F
dSF

DS
∫∫∫∫∫ ∂

∂
=⋅ 2

2 ˆ 
 
 
 
 
 
 
 

nj  

 
 
Pertanto se D è un solido x-y-z semplice, la cui frontiera S è una superficie chiusa, orientabile e 
liscia a pezzi  e se  
 

kji ),,(),,(),,(),,( 321 zyxFzyxFzyxFzyx ++=FFFF  

 
è un campo vettoriale di classe )(1 DC  allora 



 29

 

dzdydx
z

F

y

F

x

F

D









∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

∫∫∫ 321  = dSFFF
S

    nkji ˆ)( 321 ⋅++∫∫  

 
 

ovvero 
 

dVdiv
D

F    ∫∫∫  = ∫∫ ⋅
S

F dSn̂  

 
 
Ora supponiamo che D sia l’unione di due domini D1 e D2 x-y-z semplici che non si sovrappongono 
e che la frontiera S viene divisa in S1 e S2 dalle superficie S* che taglia D in D1 e D2 . Ovviamente S* 
è parte del contorno sia di  D1 che di D2  . Poiché il teorema vale per entrambi i domini D1 e D2  

abbiamo:  
 
 

dSdV
D SS
∫∫∫ ∫∫

∗∪

⋅=⋅∇
1 1

1n̂FF     

 

∫∫∫ ∫∫
∪

⋅=⋅∇
2

*
2

2ˆ
D SS

dSdV nFF     

 
da cui  

 

∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫ =⋅∇+⋅∇=⋅∇
D D D

dVdVdV
1 2

            FFF  

 

= dSdSdSdS
SSS S
∫∫∫∫∫∫ ∫∫ ⋅+⋅+⋅+⋅

*
21

*

ˆˆˆˆ 211 nFnFnFnF   

 
 

Poiché le normali esterne 2n̂  e 1n̂ , rispettivamente dei domini D1 e D2  puntano in direzioni opposte 
sui due lati di S*, i contributi provenienti da S* si elidono, pertanto risulta  
 
 
  

dSdSdSdV
SSD S
∫∫∫∫∫∫∫ ∫∫ ⋅=⋅+⋅=⋅∇ nFnFnFF ˆˆˆ 21

21

          

 
 

Iterando il procedimento precedentemente si evince la validità del teorema al caso in cui D è 
regolare ovvero è  l’unione finita di domini x-y-z semplici che non si sovrappongono. 
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Vale il seguente 
 
Teorema. Siano: )(rB  una sfera solida di raggio r e con centro in 0P ; S la frontiera di )(rB ; n̂  la 

normale unitaria esterna di S;  )(rB il volume di )(rB . Allora  

 

)()(ˆ
)(

1
lim 0

0
PgraddS

rB S
r

FnF =⋅∫∫→
. 

 
Dimostrazione. 
 
 
Dobbiamo dimostrare che dato 0>ε esiste ( ) 0>= εδδ  tale che 
 

( ) εϕ <⋅− ∫∫
S

dS
rB

P nF ˆ
)(

1
0    per ogni δ<< r0 . 

 
Dove ( ) )()( PgradP F=ϕ . Poiché ϕ  è continua in 0P , in corrispondenza di 0>ε  esiste una sfera 

);( 0 δPB  tale che  

 

( ) ( )
20

εϕϕ <− PP   per ogni );( 0 δPBP∈ . 

 
Se scriviamo  
  
   ( ) ( ) ( ) ( )[ ]00 PPPP ϕϕϕϕ −−=  

 
ed integriamo questa equazione su una sfera ),( 0 rPB  dove δ<< r0 , abbiamo 

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] dVPPdVPrBP
rB rB

0

)( )(

0 )( ϕϕϕ −−⋅∇= ∫∫∫ ∫∫∫F . 

 
Da cui se applichiamo il teorema della divergenza al primo integrale del secondo membro, 
otteniamo 
 

( ) εεϕ <≤⋅− ∫∫ )(
2)(

1
ˆ

)(

1
0 rB

rB
dS

rB
P

S

nF  per ogni δ<< r0 . 

 
La formula dimostrata nel teorema precedente cioè 
 

( ) ∫∫ ⋅=⋅∇
→

S
r

dS
rB

P nFF ˆ
)(

1
lim

0
 

 
in precedenza in alcuni testi di analisi vettoriale è presa come definizione di divergenza e fornisce la 
seguente interpretazione fisica della divergenza. 
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Supponiamo che F  rappresenti il vettore densità di flusso di una corrente stazionaria. Allora come 
già visto, l’integrale superficiale  
  

 ∫∫ ⋅
S

dSnF ˆ  

   
misura la massa totale di fluido che scorre attraverso S nell’unità di tempo nella direzione di n̂ ; 
il rapporto  
 

 ∫∫ ⋅
S

dS
rB

nF ˆ
)(

1
 

 
misura la massa per unità di volume che scorre attraversoδ nell’unità di tempo e nella direzione di  
n̂ . Poiché il limite per r → 0 del rapporto precedente è la divergenza di F in P, segue che: 
la divergenza di F in un punto P può essere  interpretata come la rapidità di variazione della massa 
per unità di volume e per unità di tempo in P. 
 
Osservazioni importanti 
 
 
Dal teorema di Gauss segue 
 
1. Il flusso uscente da una superficie S ( orientabile e liscia a pezzi ) , di un campo vettoriale 

costante è uguale a 0 
 
2. Qualunque sia la superficie chiusa S ( orientabile e liscia a pezzi ), è 
 
 

dS
S
∫∫ ⋅×∇ nF ˆ)(  = dS

D
∫∫∫ ×∇⋅∇ F  = 0 

Ovvero 
 

                                                                       dSrot
S

nF ˆ⋅∫∫      = 0 

 
 
UNA APPLICAZIONE DEL TEOREMA DELLA DIVERGENZA  
 
Sia D un dominio regolare la cui frontiera è la superficie S. Se F è un campo vettoriale liscio, φ  è 
un campo scalare liscio e c è un vettore costante arbitrario, allora applicando il teorema divergenza 
a cF x     e cφ , si ottengono rispettivamente le seguenti relazioni vettoriali: 
 
 

i)  dSdV
SD

nFF ˆ×−=×∇ ∫∫∫∫∫  

 
 
 ii)   .ˆ dSdV

SD

nφφ ∫∫∫∫∫ −=∇  
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Osservazione 
 
 
Formalmente  la  i) si ottiene da  
 

dSdV
SD

nFF ˆ⋅−=⋅∇ ∫∫∫∫∫  

 
Sostituendo  ·  con  ×   e ponendo il segno meno al 2° membro; 
la  ii)  sostituendo F con φ . 
 
Il teorema della divergenza applicato a cF x    da  
 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( )dVdVdVx
DSD

FcFccFcF ×∇⋅=⋅×∇−⋅×∇−=×∇ ∫∫∫∫∫∫∫∫  

 
 

( ) ( ) ( ) ( )dSdSdSdVx
DSSS

nFcnFcnFcncF ˆˆˆˆ ×⋅−=×⋅−=⋅×−=⋅ ∫∫∫∫∫∫∫∫∫  

 
 
segue che  
 

   ( ) ( ) 0ˆ =⋅








×+×∇ ∫∫∫∫∫ cnFF dSdV

SD

 

 
da cui, data l’arbitrarietà dic , si evince che  
 

( ) ( )dSdV
SD

nFF ˆ×−=×∇ ∫∫∫∫∫ . 

 
Esempio 1 
 
Verificare il teorema di Gauss nel caso in cui D è il dominio la cui frontiera σ è il tetraedro 

delimitato dai piani coordinati e dal piano 
 

1=++
c

z

b

y

a

x
         a > 0,      b > 0,       c > 0; 

e 
 

F = ∇Ф    dove  Ф = Ф(x,y,z) = xy + z². 
 
Svolgimento 
 
 
Dobbiamo dimostrare che          

∫∫
σ

 F ⋅ dSn̂   = ∫∫∫
D

∇ ⋅ F dS   
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dove n̂  denota la normale unitaria esterna a σ . Ovviamente σ è costituita da 1σ , 2σ , 3σ , 4σ  dove:  

1σ  è quella parte del piano di equazione  
 

z = c(1-
b

y

a

x − )   (x,y) ∈ T 

 
essendo T il triangolo di vertici (0,0,0), (a,0,0), (0,b,0); 
 

2σ  è il triangolo di vertici (0,0,0), (0,b,0), (0,0,c); 
 

3σ  è il triangolo di vertici (0,0,0), (a,0,0), (0,0,c); 

 

4σ  è il triangolo di vertici (0,0,0), (a,0,0), (0,b,0). 

Poiché su 1σ  è 

dydx
b

c

a

c
dS 







 ++= kjin̂   

F =∇Ф = y i  + x j  + 2c 






 +−
b

y

a

x
1 k  

si ha   

∫∫∫∫ +=






 +






 −+






 −=⋅
T

ba
c

dydxcy
b

c

a

c
x

a

c

b

c
dS 2)(

6
2

22
ˆ

1

nF
σ

 

 
Analogamente 

6
)(

2

22

cb
dzdyydS −=−=⋅ ∫∫∫∫

σσ

iF  

 

6
)(

2

33

ca
dzdxxdS −=−=⋅ ∫∫∫∫

σσ

jF  

 

00)(
44

∫∫∫∫ ==−⋅
σσ

dSdSkF  

 
Quindi 

( )[ ]
36

ˆ 222 abc
baba

c
dS =−−+=⋅∫∫

σ

nF . 

Infine abbiamo  
 

∫∫∫
D

∇ ⋅ F dV =  ∫∫∫
D

2 dV = 2(volume del tetraedro) = 2
3

1
 

2

ab
c = 

3

abc
 

 
Oppure integrando per fili 
 

∫∫∫
D

dV  = c∫∫
T

dydx
b

y

a

x







 +−1  = c 






 −−
662

ababab
= 

6

abc
. 
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Esempio 2 
 
Verificare il teorema di Gauss nel caso in cui  
 

F = ( y + xz ) i  + ( y + yz ) j  - ( 2x + z² ) k  , 
 

e 
 

D ={(x,y,z) : x² + y² + z² ≤ a² , x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}. 
 
Svolgimento 
 
 
Dobbiamo dimostrare che 
  

∫∫∫
D

∇ ⋅ F dV =  ∫∫
σ

F ⋅ n̂  dS 

 

dove σ è la frontiera del dominio D e n̂  denota la normale unitaria esterna alla superficie σ. La 
superficie σ consta di quattro parti: 
 

1σ = {(x,y,z) : x² + y² + z² = a² , x ≥ 0, y ≥ 0 e z ≥ 0  }; 

     2σ = {(x,y)    : x² + y² ≤ a²        , x ≥ 0, y ≥ 0 } 

     3σ = {(y,z)    : y² + z² ≤ a²         , y ≥ 0, z ≥ 0 } 

     4σ = {(x,z)    : x² + z² ≤ a²         , x ≥ 0, z ≥ 0 }. 
 

Su 1σ  è   z =  222 yxa −−    (x,y) ∈ T = 2σ , pertanto  

 

dydx
z

y

z

x
dydx

y

z

x

z
dS 







 ++=







+

∂
∂−

∂
∂−= kjikjin̂  

e 

∫∫
1σ

F ⋅ n̂  dS =  ∫∫ 












++

−−

+

T

dydxx -a²) - y²x² (
yxa

yxy
22

222

2

. 

 
 

Passando a coordinate polari abbiamo 
  

∫∫
1σ

F ⋅ n̂  dS =  ∫ 






 −+
2

0 2

2cos1
cossin

π θθθ  ρ
ρ

ρρ d
a

a

22
0

2

−∫  + 

 

  + ∫
2

0

π

dθ ( )∫ −−
a

da
0

23 22 ρρρ ∫
2

0

cos
π

θθ d  ∫
a

d
0

2 ρρ  =  
3

1
2

3a







 −π
  

 

Su 2σ  è z = 0  e n̂  = -k ,  pertanto abbiamo 
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∫∫
2σ

F ⋅ n̂  dS =  2∫∫
2σ

x dx dy. 

 
Passando a coordinate polari si ha 
 
 

∫∫
2σ

F ⋅ n̂  dS =  2 θθ
π

d∫
2

0

cos  ∫
a

d
0

2 ρρ  = 
3

2 3a
 

 

Analogamente tenuto presente che su 3σ  è x = 0  e n̂  = - i   si ottiene  

 
 

∫∫
3σ

F ⋅ n̂  dS  = - ∫∫
3σ

y  dz dy  = -
3

3a
 

 

Su 4σ  è  y = 0  e  n̂  = - j  , pertanto 
  

∫∫
4σ

F ⋅ n̂  dS = ∫∫
4σ

0 dS = 0. 

 
Quindi  

∫∫
σ

F ⋅ n̂  dS  = 
33

2

3
1

2

3
3

3 a
a

a −+






 −π
 = 

2

π
3

3a
. 

 
Infine 
 

∫∫∫
D

∇ ⋅ F  dV = ∫∫∫
D

dV  = 
8

1
(volume della sfera) = 

8

1

3

4
πa³  =  

2

π
3

3a
 

 
 

 
Oppure utilizzando le coordinate sferiche si ha : 
 
 

∫∫∫
D

dV = ∫
2

0

π

dθ θ
π

d∫ Φ
2

0

sin  ∫
a

d
0

2 ρρ  = 
2

π
 1 

3

3a
 = 

2

π
3

3a
. 
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Esempio 3     
 
Verificare il teorema di Gauss nel caso in cui: 
                                                                                                                                                                                                            
 

( ){ }2222:,, azyxzyxD ≤++=  
 

          i) F = F ( ) kji zyxzyx 42,, +−=  
 

                          ii) F = F ( ) ( ) kji 2223 33,, xzyyzxzyx +++=  
 
Svolgimento 
 
 
E’ opportuno usare le coordinate sferiche: 
 

φρϑφρϑφρ cos,cossin,cossin === zyx  
 
dove    a≤≤≤≤≤≤ ρπφπϑ 0,0,20  . 
 
Sul contorno σ del dominio D, ovvero sulla sfera di raggio a con centro nell’origine, vale: 
 
 
 
 
 
 
dove n̂  indica la normale unitaria esterna a σ. 
 
Inoltre l’elemento di volume, in coordinate sferiche, è: 
 
 
 
 
  
Premesso ciò, bisogna dimostrare che: 
 
 

∫∫∫ ⋅∇
D

F ∫∫=
σ

dV F dSn̂⋅  

i) Risulta 
 

∫∫∫ ⋅∇
D

F ∫∫∫ ⋅==
D

dVdV π
3

4
33 3a  

∫∫
σ

F ∫∫=⋅
σ

dSn̂ F ( )∫∫ =+−=⋅
σ

dSzyx
a

dS
a

222 42
1r

 

 
 

kjir
r

r
r

n zyx
a

ddadSa ++=====  
 
 
 
 
 
 
 

ˆ,sin, 2 φϑφρ

ρϑφφρ ddddV sin2=
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( )∫ ∫ =+−=
π π

φφφϑφϑφϑ
2

0 0

222223 sincos4sinsin2cossin dda  

  

       ∫ ∫ =






 +−=+−−=
π π

ππφφφπφφφπ
0 0

332323 4
3

16

3

4
sincos8sin)cos1( aadada  

 
 

ii)  Risulta 
 

⋅∇∫∫∫
D

F ( )∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ==++=
D

a

addddVzyx
π π

πρρφφϑ
2

0 0 0

54222

5

12
sin33  

 
 

∫∫
σ

F ∫∫=⋅
σ

dSn̂ F ( )∫∫ ++=⋅
σ

dSzxzyx
a

dS
a

2224 6
1r

 

 
 
Osservato che il terzo degli integrali superficiali precedenti è nullo in virtù della simmetria, segue 
che 

 

∫∫
σ

F ( )∫∫ ∫ ∫ +=+=⋅
σ

π π

φφφϑϑ
2

0 0

445224 sinsincos6
1

ˆ ddadSzyx
a

dSn  

 
 

πφφφφϑϑ
π π

52
2

0

225

5

12
sinsinsin6 adscoda

o

=+ ∫ ∫  

Infatti risulta 
 
 

∫ ∫∫ =






 +++=






 +=
π ππ

πϑϑϑϑϑϑϑ
0

2

0

22

0

4

4

3

2

4cos1
2cos21

4

1

2

2cos1
cos ddd  

 
 

( )∫ ∫ =+−=
π π

φφφφφφφ
0 0

424

15

16
sincoscos21sinsin dd  

 

( )∫ ∫ =−=
π π

φφφφφφφφ
0 0

2222

15

4
sincoscos1sincossin dd  

 
 

∫ =
π

πϑϑ
2

0

2sin d  
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Esempio 4 
  
Verificare il teorema di Gauss nel caso in cui è 
 

F ( ) ( ) kji )sin( yezxzyyzx x−+−++=  
 
 

( ) :,,


= zyxD          2222 4azyx ≤++      



≤+ 222 ayx  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Svolgimento 
 
 
Dobbiamo verificare che 

 

⋅∇∫∫∫
D

 F ∫∫=
σ

dV F dSn̂⋅  

 
 
La superficie σ  ovvero la frontiera di D consiste di una parte cilindrica 1σ  e di una parte  

sferica 2σ . Pertanto 
 
 

∫∫
σ

F =⋅ dSn̂ ∫∫
1σ

F 1ˆ dS1111n⋅ + ∫∫
1σ

F 2ˆ dS2222n⋅  

 
Dove: 1n̂  è la normale unitaria al cilindro verticale 
 
 

222 ayx =+   3az ≤  ; 

 
 

x y

y

O

2222 4azyx =++

222 ayx =+
a3

a2
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2n̂ è la normale unitaria esterna alla sfera 
 
 

2222 4azyx =++ . 
 
 
 

Usando le coordinate cilindriche, sulla superficie laterale della parte cilindrica è 
 
 
 

F 1n̂⋅  = F =














 +−⋅ ji ϑϑ sincos  

 
 

= azaazaa −=














 ++






 +− ϑϑϑϑϑϑ sincossincossincos  

 
 
Quindi 
 

 
 

∫∫
1σ

F 11ˆ dSn⋅  = ∫∫ −=−
1

41

σ

πdSa 33a  

 
 
 
Usando le coordinate sferiche, sulla parte sferica è 
 
 

ϑφ cossin2ax =  ϑφ sinsin2ay =  φcos2az =  
 
 
dove 

πϑ 20 ≤≤   ππφπ
66

≤≤ , 

 
pertanto  
 

∫∫
1σ

F 2ˆ dS2222n⋅  = ∫∫
2

2

1

σa
 F =⋅ 2dSr  ∫∫ =

π

π

π

πφφϑ
6

5

6

32
2

0

316sin42 adada  
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Quindi 
 

∫∫
σ

F dSn̂⋅ 312 3πa=  

 
 
 

Infine, tenuto presente che l’elemento di volume in coordinate sferiche è 
 

ρϑφφρ ddddV sin2=  
 
 

Abbiamo 
 
 

⋅∇∫∫∫
D

 F =dV πρρφφϑ

φ

π

π

π
3

2

sin

2
2

6

2

0

312sin63 addddV
a

aD

== ∫∫∫∫∫∫  

 
 
 

Osservazione 
 
 

L’equazione del cilindro 222 ayx =+  in coordinate sferiche è 
 
 

( ) 22222 sincossin ϑϑϑφρ =+   ovvero 222 sin a=φρ  
 
 

da cui       φ
ρ

sin

a=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a

a 2a



 41

Esempio 5 
 
Un dominio conico D con vertice in (0,0,b) e asse lungo l’asse z ha come base un disco T di raggio 
a sul piano xy. Determinare il flusso di: 
 
 

F ( ) ( ) ( ) kji 13 3322 ++−+++= zxyyxyx  
 
che attraversa la frontiera σ  della parte conica del dominio D ovvero la superficie σ  di equazione: 
 
 

22 yx
a

b
bz +−=    b> 0 

 
 
Soluzione 
 
 
Utilizzando il teorema di Gauss abbiamo: 
 
 

∫∫
σ

F dSn̂⋅  = ⋅∇∫∫∫
D

 F −dV  ∫∫
T

F dSn̂⋅  

 
 
Ora calcoliamo i due integrali alla destra della relazione precedente: 
 
 

⋅∇∫∫∫
D

 F =dV ( )[ ] ( )∫∫∫ ∫∫∫ ++=++
D D

dVyxbadVyx 22222 3
3

2
32 π  

 
 

Essendo: 
 
 

( ) ( )∫∫∫∫∫ 






 +−+=+
TD

dydxyx
a

b
byxdVyx 222222

 

 
 

Utilizzando le coordinate polari si ottiene: 
 

 

( )
10

1
4

0

2
2

0

22 ba
d

a
dbdVyx

a

D

πρρρρϑ
π

=






 −=+ ∫∫∫∫∫  

 
 

Oppure se indichiamo con c(z) il disco: 
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( )2

2

2
22 zb

b

a
yx −≤+   bz ≤≤0  

 
Si ha: 
 
 

( ) ( )
( )

∫∫∫ ∫ ∫∫∫∫∫
−

==+=+
D

b
zb

b

a
b

zc

ba
dddzdydxyxdzdVyx

0

4

0

3
2

00)(

2222

10

πρρϑ
π

 

 
 

Pertanto: 
 

⋅∇∫∫∫
D

 F =dV .
10

3

3

2 42 ππ baba +  

 
 

Ora tenuto presente che su T è  z=0, abbiamo: 
 
 

∫∫
T

F =⋅ dSn̂ ∫∫
T

F ( ) ( ) 21 adydxdydxzdS
TT

π−=−=+−=−⋅ ∫∫∫∫k  

 
 

Quindi: 
 
 

∫∫
σ

F dSn̂⋅ 242

10

3

3

2
aabba πππ ++=  

 
 
 
 
 
 
 

METODO DIRETTO 
 
Su σ  abbiamo: 

F ( ) ( ) kji 






 +−++−+++= 223322 13 yx
a

b
bxyyxyx  

 
e 

 

 
Pertanto: 
 

dydx
y

z

x

z
dS 








+

∂
∂−

∂
∂−= kjin̂
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∫∫
σ

F dSn̂⋅ .1
3 22

22

3422

22

22

dydxyx
a

b
b

yx

yxyyx

yx

xyx

a

b

T
∫∫














+−++















+
−++

+
+=  

 
Osservato che per la simmetria (giustificare!) è: 
 

∫∫ ∫∫ =
+

=
+T T

dydx
yx

yx
dydx

yx

xy
0

22

3

22

2

 

 
Segue che: 
 

∫∫
σ

F dSn̂⋅ ( ) ∫∫∫∫
+

−+=++













+−

+

++=
TT

dydx
yx

yyyx

a

b
abdydxyx

yx

yyxx

a

b
22

2422
222

22

4222 3
1

3 π

. 
 

 
Utilizzando le coordinate polari si ottiene 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫∫ ∫ ∫ ==
+T

a a
dddydx

yx

y π

πρρϑϑ
2

0 0

3
22

22

2

3
sin  

 
 
Quindi 
 

∫∫
σ

F dSn̂⋅ ( ) πππππ 242
3

5

3

2

10

3
1

310

3
babaab

a
a

a

b +=++







−= . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫∫∫∫∫ ===
+

ππ

πϑϑρρϑϑϑ
2

0

5
2

5

0

2
2

0

22

22

22

54

3
2sin

54

3
sincos3

3 a
d

a
dddydx

yx

yx a

T

∫∫ ∫∫∫ 






=






 ++−==
+T

a a
d

a
dd

yx

dxdyy ππ πϑϑϑρρϑϑ
2

0

55

0

4
2

0

4

22

4

4

3

52

4cos1
2cos21

54

1
sin
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Esempio 6 
 

Sia σ  quella parte della superficie cilindrica di equazione 122 =+ zy   che si trova nel 1° ottante 
compresa tra i piani x = 0 e x = 1. 
 
Calcolare il flusso del campo vettoriale     
 

F kji yxxz −−= 23  
uscente da σ  
 
 
Svolgimento 
 
 
E’ opportuno utilizzare le coordinate cilindriche; allora l’equazione di σ   è   1=ρ    10 ≤≤ x . 
La superficie σ  interseca il piano yz nella curva C di equazioni parametriche 
 

ϑcos=y , ϑsin=z          
2

0
πϑ ≤≤  

pertanto risulta ϑddS= . Essendo sulla superficie laterale del cilindro  
 

dxddS ϑ= ,      F ,cossin3 2 kji ϑϑ −−= xx      n̂  kj ϑϑ sincos +=  
 
Segue che su σ  è 
 

F dSn̂⋅ ( ) dxdx ϑϑϑϑ sincoscos −−=  
 

quindi 
 

∫∫
σ

F dSn̂⋅  ( )∫∫ −=+−=
1

0

2

0

1sincoscos dxxd ϑϑϑϑ
π

. 

 
 

Oppure 
se indichiamo con D il solido così definito: 

( )












≤≤≥≥≤+= 10,0,0,1:,, 22 xzyzyzyxD  

 
per il Teorema di Gauss risulta 
 
 

∫∫
σ

F dSn̂⋅  = ⋅∇∫∫∫
D

 F −dV ∫∫
1σ

F ( ) dk− −1σ ∫∫
2σ

F ( ) di− −2σ ∫∫
3σ

F ( ) dj− −3σ ∫∫
4σ

F ( ) di 4σ  

 

dove il significato di iσ     4,3,2,1=i  è ovvio. 
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Essendo 
 

∫∫
1σ

 F ( )k−⋅ ∫∫∫∫ ===
1

0

1

0

1 2

1

1

dyydxdydxydS
σ

 

 

∫∫
2σ

 F ( )i−⋅ ∫∫ =−=
2

03 2
2

σ

dzdxxzdS  su 2σ è 0=z  

 

∫∫
3σ

 F ( )j−⋅ ∫∫∫∫ ===
1

0

1

0

3 2

1

3

dxxdzdzdxxdS
σ

 

 

∫∫
4σ

 F ( )î⋅ ∫ ∫∫∫ ===
2

0

1

0

322
4 16

3
sin33

4

π

σ

πρρϑϑ dddzdxzdS  

 

⋅∇∫∫∫
D

 F dV
( )
∫∫∫∫∫∫ ==

xCD

dydzzdxdVz 2
1

0

2 33  

 

dove C(x) denota il disco 0,0,122 ≥≥≤+ yzyz   

 
 
pertanto 
 

⋅∇∫∫∫
D

 F dV ∫ ∫∫ ==
2

0

1

0

32
1

0 16

3
sin3

π

πρρϑϑ dddx  

 
quindi 
 

∫∫
σ

F dSn̂⋅ 1
16

3

2

1

2

1

16

3 −=−−−= ππ  
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Esempio 7 
 
Verificare il teorema di Gauss nel caso in cui 
 

( ) ( ){ }0,4,, 2222 ≥≤−++= zaazyxzyxD  

 

( ) ( ) ( ) ( ) kjiFF xyezyxzyx x +++++++== 32,, 222 2

. 
 
Svolgimento 
 
 
La frontiera del dominio D è costituita da quella parte S della superficie sferica che sta sul piano 

yx : 
 

( ) 04 2222 ≥=−++ zaazyx  
 
E dal disco T : 0,3 222 =≤+ zayx . Quindi dobbiamo verificare che  
 

( ) ∫∫∫∫∫∫∫
∧

⋅+−⋅=⋅∇
STD

dSNdAdv FkFF  

 
A tale scopo calcoliamo separatamente i tre integrali dell’uguaglianza precedente. 
 
 

i) Poiché D è simmetrico rispetto ai piani 0=x  e 0=y , risulta 
 

( ) 022 =+=⋅∇ ∫∫∫∫∫∫ dzdydxyxdv
DD

F  

 

ii)                                  ( ) ( ) ∫∫∫∫∫∫ −=−=+−=−⋅
TTT

adydxdydxxdS 2933 πkF  

 
 
iii)  Per calcolare 
 

dS
S
∫∫

∧
⋅ NF  

 
Facciamo il seguente cambiamento di variabili 

 
uazyyxx +=== ,  

 
e poniamo ( ) ( )uyxuayx ,,,, GF =+ . Allora il valore del flusso dato dall’integrale 
precedente è uguale al flusso, del campo vettoriale G , uscente da quella parte della sfera di 
equazione 

 
auauyx −≥=++ 2222 4  
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Ovvero che sta sul piano au −=  (vedi figura). 

 
Per il calcolo di 

( ) ∫∫∫∫ ∫∫ =++⋅=⋅
∧

SS S

dS
a

dSuyxG
a

dS
2

3

2

1
kjiNF  

 
Dove si è tenuto conto delle simmetrie gia menzionate, usiamo le coordinate sferiche. A tale 
scopo, tenuto presente che 

62

3
cos

παα =⇒=  

 

Si evince che                                      πππφ
3

2

62
0 =+≤≤ . 

 
Quindi 

2
3

2

0

2
2

0

9cossin43 adaddS
S

πφφφϑ
ππ

==⋅ ∫∫∫∫
∧
NF  

 
Il che completa quanto volevamo verificare. 

 
 

z 

y 

a 

u 

a−

a3
 

α  y 

x 

x 


