SUPERFICI

Definizione.

Sia T la chiusura di un aperto connesso limitatd R* la cui frontieradA & una curva semplice,
chiusa, regolare a tratti. Una applicazione vedteri

rT - R, r(uv) = xuVv)i+ yuv)j+ zuv)k (u,vpoT
che ha le seguenti proprieta:

1- r écontinuasuT
2- r éiniettivain A

e per definizione una superficie parametricaine si dice che le equazioni
X=xu(v, )y=yuyv); z=zuyv) (uv)aT

costituiscono una rappresentazione parametrica deferficie. Se itﬁuo,vo)D A esistono i vettori

! au_auI ou’ du

_or _6x.+g. 0z

r,=—=—i

Y ov  ov avJ ov

si dicono regolari quei pun(’uo,vo) in cuir,er, risultino continui e

ryxr, =208, 02 5 0Y) g
a(u,v) a(u,v) a(u,v)

diversamente i punti si dicono singolari.
Pertanto se& IC*(A ,) r, xr, # 0 in A, la superficie & detta liscia o regolare.uda superficies &

liscia allora per ogni puntu,,v.) O A le curver(u, v )e r(u,v, )suSsono curve regolari e nel

loro punto di intersezion&,(x,, Y,, z)= r (u,,V,) IS i rispettivi vettori tangentlg—r (uo,v) e non
v

r .
g—(u ,vo)sono paralleli. Il vettore
v
or

or
n :E(Uo’vo)x%(uo’vo)

e un vettore normale alla superfi@én PB,, inoltre il piano passante p&(X,, ¥y, %)= r(U,,V,)
[0S e ortogonale al vettore, e per definizione il piano tangenteSdan P, la cui equazione e :



(P_ Po)[ﬂru er)(uo'Vo) =0
dove

(P-P)=(x=x) i+ (y-Yo) | + (x-2) K

Ovviamente le curve(u, v, & r(u,v, ) sono le immagini dei segmenti per,V,) e
rispettivamente paralleli allasse delle all’asse delle.

v A z
r =(U,Vo)\ F=(HO,V)
vo |7
, A/ 5
u(l) > u "y

X

Quandou varia di quantitalu il puntoP, si muove lungo la curve = (u,v,) di un tratto|r | du;
analogamente quandovaria di una quantitdvil punto B, si muove lungo la curva = (uo,v) di

un tratto|r,| dv

Z
r= (uc_.v+d1-‘]
le
vy + dv}-- = (u.v,)
R
o : 7= ()
z:t u —i:-du ~u / -
’ ’ ¥ = (u, +du,v)

X
Da quanto precede si evince ah@, V) trasforma un rettangolR di areadudv contenuto in A in

un parallelogramma curvilineo che possiamo appmuess al parallelogramma individuato dai

vettorir,du er, dv la cui area é



dS=|r, xr | dudv

L'area a(S)di tutta la superficie S & la somma di tutti géralenti d’arealS

a(S)=Lde=jTj|ru xr, |dudv:U|n|dudv

Esempio 1

Coordinate sferiche di un punto

Le equazioni
X =asinvcosu, y=asinvsinu, z=acosv

ovvero I'equazione vettoriale

r =r(u,v) =asinvcosu i + asinvsinu j + acosv k

dove i punti(u,v) variano nel rettangol® =[0,277]x[0, 77] forniscono una rappresentazione

)

parametrica di una superficie sferica con centtbonigiine e di raggioa, non é difficile verificare

chex’+y*+ 7= &.

| parametriu e v denotano rispettivamente le coordin&tes ® sulla sferaiedi figurg .



N

¢ Ire >:‘L

La parametrizzazione considerata e iniettiva nghngolo apertoO<u < 277, 0<v <7, ma non
sul rettangolo chiuso. Infatti i lati=0 e v=rsono trasformati rispettivamente nei pyotio,a)e
(0,0,-a)detti rispettivamente polo nord e polo sud; ireltlati u= 0 e u = 277sono trasformati
negli stessi punti, precisamente nei puasinv,0,acosv)con 0<v< 7.

La restrizione dell’equazione (1) al rettangdlc= [O,Z]T]X[OJT/Z] € una rappresentazione
parametrica dell’emisfero superiore. L'emisferceimdre € I'immagine del rettangolo

[027)x[7/2,7].

Essendo
0x ay . 0z .
— =acosv cosl — =acosv sinu — =-asinv
ov ov ov

X . . oy . 0z
— =-asinvsinu — =asinvcosu —=0
ou ou ou

r,xr, =asinv r(u,v)

si evince che I'elemento d’area di una sfera dgiag e:

dS=|r, xr,|dvdu = a’ sinvdvdu = a’singdgdd

Quindi

A(S) = J"[ a’sinvdvdu = azzfdujz sinvdv = 477a’
T 0

0



Esempio 2
CONO CIRCOLARE RETTO

Con riferimento alla figura seguente é:

-~ 7
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1
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! ! Y 2 P u
Pl
X
, . . n
OP=v, OP'=vsina, r =asina, h=acosa, O<a<§

Pertanto le equazioni parametriche di un cono @reaetto con angolo al cent&n e di apotema
a sono:

X =vsinacosu, y=vsinasinu, z=vcosa (2)
La corrispondente equazione vettoriale é:

r(u,v)=vsinacosui+vsinasinuj+vcosak dove O<us<2n e0<v<a;

Essendo
r, Xr, =vsina cosa cosui +vsina cosasinu j —vsin® a k
e quindi
|r,xr,|=vsina#0

sui punti interni diT si evince che la superficie conica consideratgelare.
Elevando al quadrato le equazioni (1) si ottendereguazioni:

x> +y?=v’sin‘a Z=v’cos a



da cui, essendtana :% , Si ottiene:

2
X*+y® = # z>  dove % = arctano . (2)

La (2) e I'equazione cartesiana del cono circotat® di altezzeh e raggio base il cui angolo al
centro é2a dovea = arctar(%j :

Riassumendo quanto preceofiz® = x* + y* & I'equazione di un cono circolare retto con verin
0 e di angolo al centr@a cona =arctarb.

Infine si osservi che I'equazione (2) risolta rigpea z ha due soluzioni:

z=Dw/x2+y2 e z:—$1lx2+y2

r

In altre parole I'equazione (2) € I'equazione csietea di due coni simmetrici rispetto al piaxy, i

cui vertici coincidono con l'origine del riferimemtartesiano.
Infine

a 2

a(s) = J' vva'sina du = rra(asina) = mmar
0 0

Esempio 3
Siaz=f(x,y), (x,yY)OT Se poniamax=u, y=v alloraz= f(u,v).Sef & di classeC'(A) allora
'equazione vettoriale

r(uv)=ui+vj+fuvk, ug oy

rappresenta sempre una superficie parametricaamegiblcui dominio T € la proiezione biunivoca
della superficie sul piangy. Infatti essendo

or . of or . of
—=i+—Kk —=j+—Kk
ou ou ov ov



risulta

i ] ok
r,xr,=(1 0 Ll =—ﬂi—ﬂj+k
ou ou ov
01 ﬂ
ov

Poiché la terza componente del vettgper, € 1, il suo modulo non & mai nullo.

Quindi il grafico di una funzione = f(x y) che risulta di class€™ nei punti interni al suo
dominio T € sempre una superficie regolare. In questo ¢agodzione del piano tangente nel

punto(x,, Yo, 2,) dovez, = f(x;,y,) &
2= (X0, Vo) + £ (%, Vo) (X=%0)+ T, (%0, Yo ) (Y = ¥o):

I'area della superficie é:
a(s) = [[ Ir,xr, |dudv= [ 1+(ﬂj2+ ay dxdy
LA L 0x oy

In particolare sez =+/a* - x* —y* allora

a(s)= H % dxdy=27a® dove T:x?+y’<a’.

& /aZ_XZ_yZ

Se la superfici& giace su un piano parallelo al piarp (cioe sul piano z = costanta)lora:

a(s)= ” dxdy =a(T)

dove T € la proiezione della superfi@sul pianoxy.

Se la superfici& di equazionez = f(x y) € una superficie piana che giace su un pianoarinesf
un angoloy con il pianoxy, allora I'angolo che il vettore normale alla superficie forma con il
versorek e uguale ay, pertanto e:

nik =1e |nk|=|n|cosy



da cui

1

| |r]|_cosy
iy L = n
cosy |nlk|

Utilizzando lai) e tenendo presente clreé costante si ottiene:

”—dxd _—”dxd =1 am)

cosy cosy cosy

ovvero

a(T)=a(9cosy.

L’equazione precedente e nota cooniecipio del coseno delle aree:

Se una superfici® giacente su un piano e proiettata ortogonalmantssnsieme che giace su
un piano che forma un angojocon il piano che contiene la superficie alloadT) € cosy volte

'area di S.

Lai) e laii) sono valide anche nel caso in 8& una superficie regolare che ha una proiezione
biunivocaT sul pianaxy. In questo caso I'angolg, che il vettoren normale alla superficie,forma

con il versorek ,varia da punto a punto. Utilizzandprisulta

_ g n

Ovviamente

S)= J'T'[ % dydz a(s)= J'T'[ | Ln[! | dxdz

sono valide nel caso in cui una superficie regdina una proiezione biunivoda rispettivamente
sul pianoyze sul pianxz

Da quanto precede, segue che se una equazionpa€l(k, y, zZ) = 0 definisce implicitamente z in

funzione di(x,y),ovvero una superficie regolaBche si proietta biunivocamente in una regidne
del pianoxy, allora :

a(s) = jT j % dxdy



Osservazioni

1. Larelazione precedente puo essere dedotta anthede seguente. Nelle ipotesi suddette
risulta per il teorema delle funzioni implicite:

%:—i %:—i
0X F, oy F,
pertanto
> 2 2 2 2 2 2
dS= 1+(%j 22 dxdy= [|1+ L A dxdy = (F.)"+(F.) +(Fy) dxdy
0X ay Fz Fz (I:z)2
e quindi
LF
a(s)= [ %dxdy
T z

2. Nel caso in cui la superficie S é specificatietpuazionez = f(x y) per calcolare I'area si puo
utilizzare la forma implicita in quanta= f(X y) puo essere scritta corféx, y, 2= z— f( x y=0

RIASSUMENDO

- Forma parametrica:

Se r =r(u,v) alloraa(S) :” | r, xr,|dudv u(v, DT
- Forma cartesiana '
Se z=f ky )alloraa(S) =” \/(1+(fx)2+(fy)2 dxdy (x,y)OT
- Forma implicita '
Se F(x,V,2) = Oalloraa(S) = j j %dxdy (x,y)OT
L

valida nel caso in cui la proiezione della supefgul pianoxy sia biunivoca.



Esempio 4
Calcolare I'area della porzione della sfeda+ y* + z* =a? interna al cilindrox® + y* = ay.

EAN NN

e

v

=

Svolgimento

Un quarto dell’area richiesta si proietta sul piapmel semidisco

a)® _a?
T={(x,y)l><20, y=20, x2+(y—§j 57}-

Si deve calcolare:

2

az\" (az\)
a(S):4E.|;J-\/1+[&j J{a_yj dxdy dove z=,a*-x*-y°.

Allora, usando le coordinate polari, si ha:
asing
| + do = 2a*(7-2)

_ dxdy _ 2
a(S)—4a”W—4az[dﬁo Nrgp

T

Altro procedimento: Poniamo
F(x,y,z)=x*+y?+2°-a® =0

allora tenuto presente che su 8%+ y*+z>=a’ e z=,/a° - x* -y’ , abbiamo

dxdy = 2a® (77— 2)

OF ] = af[ VY2 A
R

a(S):4[ﬂ



Esempio 5

1. Calcolare I'area della superficie coniza = x> + y* che si trova tra i pianz=0 e
2z+x=3.

v

Svolgimento

La frontiera del dominio T sul quale si proiettasigerficie S della quale si vuole calcolare
I'area é data dall’ intersezione della superfidaica con quella del piano:

2
ZZ:)(2+y2 X2 + 2 _ B-X)
y = 2 2
4 —(X-;rl) +y?:1
2Z+x=3 z:_—x
2
A
N V3
DN
1 /’ >

Se poniamoF (X, y,z) = x> + y* - z> = @allora OF =2xi +2yj-2zk .
Quindi

2 2 2
a(S):jTj%dxdy:jTj 2X J'Z;' T2 axdy

da cui tenuto presente che su $°& x* + y® ovveroz=+/x*+y?, si ottiene
a(S) =/2 [[dxdy = /2 (2+/37m) = 267
T

11



Esempio 6

Calcolare I'area della parte della sfeta+ y? + z* = a® interna al cilindro ellittico2x® + y* = a°.
Svolgimento
Un ottavo dell’area richiesta si proietta sul piatynella parte T dell’ ellisse che sta nel primo

guadrante del piano xy.
Pertanto

a(s) = 8”\/“(62) (Z)Z/j dxdy dove z=,a’-x*-y?.

2

Posto  b(y) = si ha

a(S) =8a ” dxdy —8ajdy T)L =

/ ° IaZ_XZ_yZ

= 8aj arcsin——~— dy = 8a” 77: =28’

Ja -y |,

b(y)

Esempio 7

. .1 .
Calcoliamo l'area della superficie= —(x2 +y? ) che sta sopra la lemniscat@® = a®co<26 .
a

Svolgimento

Un quarto dell’area richiesta si proietta sul piagaella partel della lemniscata corrispondente a

0< Qs% eOs,os%/cosM:b(H).

Usando le coordinate polari si ha

a(s)= 4jj\/1+(§ij (gij dxdy——”\/4x +y?)+a? dxdy

474 e 312 |b(6)
EI Hj'w/4p+adp ——I[4p+ ) ]0 dé =
0
=a—2”f (1+ cos26)¥? d@- ﬂZ_—F ’—Tj
31 12 3.3 4

dove si & tenuto presente chie cos28 = 2cos 4.

12



Esempio 8

Calcolare I'area della superficie sferigd+ y>+z° = cle sta sopra la cardioige=1-cosf .

Svolgimento

L’area richiesta & due volte I'area della partdadstiperficiez = \/4— x* — y* la cui proiezione sul
piano Xy € il dominio T delimitato da@a=1-cosf con0<fd<n.
Pertanto:

a(s) = 2jj\/1+(azj (gzj dxdy _4“%

da cui, passando a coordinate polari, si ottiene

Vi 1-cos@ T Vi
_ P _ / . .0 _ / . ,0 6
a(S) =4|dé d,O—S(lT— 1-sin —dej—S(n— 1+sin —cos—dBJ
! Jc: JA-p? 'c[ 2 ! 2 2

Ponendo

. 6 .
Sostltuendoseni =u si ottiene

]11/ 1+sin —cosgde 2[ v1+u®du= 2+In(x/§+1)
0

Quindi

a(S) =8[m—-~/2-In(2 +1)].

13



Elemento d’area di una superficie cilindrica

7

3§ o
d2

ds

L’elemento d’areaSdi una superficie cilindric& data in coordinate cilindriche dall’equazione
r=r(d) 0<d<

e dS=dsdz dovedseé I'elemento di lunghezza d’arco della curva diagjoni parametriche

X =r(J)cosd y =r(J)sind 0<d<S
in altre parole

e quindi ds=~r?+r*dg dove r=r'§)

Se il cilindro ha la base sul piaac= 0 e il “coperchio” su una superficie liscia di egione
z= f(x y) >0 allora

0<z< z9)= f(r(F)cos@ ),r @ )sing )
quindi

2(J) il

a(S):gf,/r%r'zdﬁj dz:jz(ﬁ) r2+12dg
0 0 0

14



Esempio 9

Determinare I'area di quella parte della superfaimdrica di equazione + y* = 2ay

i) interna alla sfera di equazion@ + y* + Z =4 &
i) esterna al cono di equaziong® = X + Yy
Svolgimento

i) Ovviamente un quarto dell’area richiesta S @vé nel primo ottante. Pertanto osservato che
'equazione del cilindro in coordinate cilindricke

p =2asind O<d<rm,

e che il coperchio superiore giace sull'emisfere \/4& — ¥ - y si evince che

z=.4d - p® = 2a| cos? <F<r

e quindi
m2 772

a(sS) = 4J' 2acosd p® + p*dId =16a° J'cosﬂdﬁ =16a’
0 0
i) Come in i) osservato che il coperchio superigigce sulla superficieg =/ X + y* segue che

z(F) = p = 2asing W<

da cui

7l 2

a(9 =4j 2asind[2a & = 163
0

15



Esempio 10

Determinare I'area di quella parte di superficiendrica x* + z =a® interna alla superficie
cilindrica y*+z* =a”.

Svolgimento

L’'equazione del cilindrox* + z> =a® in coordinate cilindriche o = a. Pertanto &
dS=adddy

Osservato che il coperchio destro giace sulla igpedi equazione:

y:\/az—z2 =\/a2— asin’d = ajcos? ¥ y§

e che un ottavo dell’area richiesta si trova nghprottante, si evince che

7l 2 aco mil2

a(S)zsj a d9 jw dyzséj cos? &= 83
0 0

0

Esempio 11

Calcolare I'area del cilindro verticale di equazggn=1-cosd = 2sin’ 5 interna alla sfera

X*+y’+2° =4.

Svolgimento

16



L’area richiesta € quattro volte I'area della stiper cilindrica che sta nel primo e nel terzo ot@a

il cui coperchio & la superficiez = y/4—x* - y?

77 /TS

Pertanto
a(s) = 4I 2(6)\ p? + p?d6

dove

p*+ p? = (1-cosh)’ +sin? 8= 21-cosh) = 4sin2§

2(0) = \/ﬁ 4- 4sin* E = 2cos§ 1+sin2§ :
Quindi

a(s) = 16Isin§cos§ 1+5sin? gde = %2(2\/5 -1)

Osservazione

Se una rappresentazione parametriear (u,v) di una superficie & biunivoca anche sulla froatier
del suo dominidrl , allorar trasforma la frontiera dI' in una curva semplice chiusa liscia a tratti,
dettocontorno della superficie parametrica Ser € biunivoca solo su una parte della frontiera di
T, il contorno della superficie pud essere ottersatio da una parte del contornoTdi. Nel caso
degli emisferi la circonferenza® + y> = a® , che corrisponde al lato= 71/2 del rettangolo ¢ il
contorno sia dell’emisfero superiore sia dell’emisfinferiore. L’ intera superficie sferica € priva
di contorno in quanto biunivoca solo sui punti inteal rettangolo. Una superficie di contorno e
detta superficie chiusa. Come nel caso di una ¢lev@arametrizzazione di una superficie non e
unica.

17



L’emisfero superiore puo essere parametrizzatanoelo seguente:
X=u , y=v , z=+a’-u’-v? (uv)OT

doveT ¢ il discou® +v* < a’.

Si osservi che per questa rappresentazione ogto guii’equatore € un punto singolare. Se un
numero finito di superfici lisce sono unite, a ceppungo una parte o la totalita del loro contgrno
la superficie cosi ottenuta e detta superficigdiscpezzi.

Esempi di superficie lisce a pezzi sono i pargtigledi. Un parallelepipedo € una superficie chiusa,
in quanto non esistono due lati non uniti fra loh@ costituiscono un contorno.

Se per esempio, eliminiamo la faccia superiorepbillelepipedo
considerato, le rimanenti cinque facce formanaifgesficie di una scatola
senza coperchio. I lati in alto delle quattro falaterali costituiscono ora il
contorno di questa superficie (liscia a pezzi).

Siano
r:A-0° (uv) = r(u,v)
R:B - O° (st) - R(st)

due superfici regolari equivalenti e sia

G:B ~ A diclasseC'(B )t.c. (st) - (U(st),V(st))
R(st)=r[G(st)]=r(U(st)V(st))

In altre parole
R(s,t) e l'equazione parametrica della superficie chetgme dall’equazione parametrica

r =r(u,v) mediante il combinamento di parametri

u=U(st) (s,t)OB e UOCY(B)

v=V(st) (st)OB e vVOCY(B).
Allora

_ au,v) _ a(u,v)

RSDRI—UUDQ)G@J) e |R,OR,|=|r, Or,| 20
Inoltre
Semj fdS = Ddes e des: j fds

r(A) r(B) r(A) r(B)

dove F[R(st)] = f[r(U (s,1),V(st)].

18



INTEGRALI DI SUPERFICIE DI CAMPI VETTORIALI:
FLUSSO

Superfici Orientate

Una superficie liscia & orientabile se in ogni[P S esiste un campo vettoriale unitandP)
continuo e normale a S. Una superficierientabile deve avere due lati. Il lato al di fudel quale
punta Né detto lato positivo.

Una superficie orientata S induce una orientazgnegni curva QJ 0S. Il verso positivo di C e
guello lungo il quale un osservatore, in piedilatd positivo della superficie, percorrendo C v&de
alla sua sinistra.

Osservazione

Il concetto di orientabilita si pud applicare salte superfici lisce. Tuttavia non sempre le superf
lisce sono orientabili. Inoltre spesso le superfich sono lisce ma possono essere I'unione di piu
superfici lisce orientabili.

Flusso

In fisica, il significato originario di flusso é glio di quantita di un fluido che passa, nell’'uniia
tempo, attraverso una superficie. Tale definizienkegittimata dal fatto che se una superficie e
attraversata da un fluido di densita unitaria, rallsapendo che la densita € la massa per unita di
volume, segue che la massa del fluido che, netBudi tempo, passa attraverso la superficie &
numericamente uguale al volume del fluido che patisaverso la superficie nell’'unita di tempo.
Supponiamo cheg sia una superficie orientata con un versore namad che un fluido di

densita unitaria fluisca attravergonella direzione di .

Inoltre supponiamo che il fluido sia stazionarigyero: in ogni istante la velocita della particella
del fluido che occupa la posizione (x,y,z) rimaastessa.

La velocita del fluido che supponiamo funzione agqibsizione e non del tempo sia descritta dal
campo (di velocita):

F(xy,2) = FL(xy.2)i + F, (Xy,2)] +F5(xy,2)k

Per determinare la massh del fluido che passa attraverso una superficientaia o nella
direzione dell’'orientazionéh suddividiamoo in n parti 0,,0,,....,0, con aree rispettivamente

AS,,AS,,...AS, .

Se le parti sono piccole e &, Y.,z )€ un punto qualunque della k-esima parfeé ragionevole
affermare che la velocita & costante e ugu#éa, v, ,z,)in ognio, .
La componente della velocita del fluido attravdessuperficieo, ovvero:

F (X Yie 2) LA (X, Yien Z) (1)
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rappresenta la distanza percorsa, nell’'unita dpterdalla sezione del flusso inizialmenteasu In
altre parole la sezione del flusso che inizialmestgova suog,, nell'unita di tempo si muovera
spaziando un cilindro di areldaseAS, e di altezza (1).

Pertanto
F(x;,yi,zi)[ﬂi(xi,y;,z;)ASk (2)

rappresenta il volume di questo cilindro.
Cosi il volume del fluido passante attraversonell’'unita di tempo pud essere approssimata come
segue:

0= Fx.vi.z)H(x.vi.2)as,

k=1

Se aumentiamo in modo tale che le parti della superficie termlarzero, € plausibile che gli errori
nelle approssimazioni tendono a zero € il volunte éti

n

o =1imY Fx, ..z )@ (X, v, 7)as,

n-oo k=1

che puo essere espressa tramite I'integrale dirfcipe

o = [[F(x, y.2) (x, y,2)dS 3)
La quantitab definita da questo integrale rappresehtiaisso di F attraverso o, ovvero la massa
del flusso passante attravergonell’'unita di tempo.
Osservazione

Quando si deve calcolare il flusso di un campoovitie F attraverso una superficie lisciae
opportuno tenere presente quanto segue:

i) Per una superficier definita dall'equazionez = f (x,y) e

—fi-f,j-k

Y 7 (1, f +1

n=+

e dS= \/(fx ) +(f, J +1dxdy
da cui

AdS=x(-f,i-f,j-k)dxdy. (4)
Analogamente, se la superficie & definita da uneeqne della formay = g Xz 9ppure
x =h(y,z) risulta

AdS=+(-g, i-j—g,k)dxdy

20



oppure

Ads==(i —h,j —h,k)dzdy

i) Per una superficie definita implicitamente da uo@&gone della formd (x, Y, z) =0 e con una
proiezione biunivoca su una regiohelel piano xy, e

foe P o gse sl Pl
|OF| |F|
da cui
ndS= ii—Fdxdy. (5)

z

Naturalmente valgono formule simili alle precedem le superfici che hanno una proiezione
biunivocaT sui piani coordinati yz e xz; non é difficile viecare che allora risulta
rispettivamente

Ads= iDF—dedz e fAds= iDF—Fdxdz .

X y

iii) Per una superficier definita parametricamente dall’equazione vettorrater (u,v) e

n=+ fy Xfy

_m e ﬁ:i”ruxrv ||dUdV
u v

da cui

AdS=£(r, xr, )dudv. (6)

Owviamente, comunque venga assegnata la superfi¢i), (5) e (6), il segno deve essere scelto in
modo da assegnareaa I'orientazione desiderato.
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Esempio 1
Determinare il flusso del campo vettoriale
r

Irlf

Uscente dalla superficie sferigaon centro nell’origine e di raggio a.

F=m

r=xi+yj+zk

Svolgimento

Dobbiamo calcolare

ﬁ FLAdS

doven é la normale unitaria esterna alla sferaovvero

r
[l

Se usiamo le coordinate sferiche in ogni puntoedsfitra e

n=

r=r(,0)=asimb codi +asindbsimj +acodk

dove < ®<m, 0<0<2m;

F= —T r® e n=

1
a a

r(6,0) .

Infine osservato che
dS= ||r, xr,[ dgdd = a2 sinb d6dP

si evince che

21 m
ﬁ FLA dS= mjdej sin® dd = 4xm.
g 0 0
Infatti &

A

n=m

r r - m m
e el e
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Esempio 2
Calcolare il flusso totalediF =xi +y j +z Kk

Uscente dalla superficie cilindrica X2 <y@?2 -l z<h.

Svolgimento

La superficieo e costituita dai due dischi della base e del cdperc
g,:z=-h x2+yXa? o0,:z=h x2+yXa?

e dalla superficie laterale
O, X2+y2=az? -k z<h.

Il flusso totale dF uscente dalla superficig & la somma del flusso Biuscente dalla basg , dal

coperchioo, e dalla superficie lateralg, del cilindro.
E opportuno usare le coordinate cilindriche.

Sulla base @ = -k, pertanto

I} FLﬁdS=£J-Z ds

01
Poiché sulla base e z = -h abbiamo che

[[ FLAds=h([ds = a2
gy q
Analogamente, essendo sul coperchie k e z = h, si ottiene
[[ Fiids=[[ zds=h[[ dS= a2
o, (P %

Sulla superficie laterale del cilindeg la normale esterna non dipende da z, é

N=cod i +sindj.
Inoltre suo, é
F=aco®i+asindj+zKk

Pertanto sa, € FLN =a. Infine osservato che I'elemento d’'area delleesiige laterale del
cilindro &

dS=dz ds = a@dz

si evince che (*)
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jj FLA dS= azzf dé T dz= 4razh.
o, 0 -h

Quindi

ﬁ FLA dS = Grazh.

(*) Osservazione

gL

Esempio 3

Calcolare il flusso del campo vettoriale
F=F(X, V,2) =xy?i+y’j+ xXzKk

uscente dal cilindro ellittico S di equazione

2 2
a

Svolgimento

” FLn dS= H adS = a (Areadio,) = a (Zra2h) = 4azh.

Il flusso richiesto & la soma del flusso uscentadauperficie lateral&, del cilindro, dalla base B
sul piano xy e dal coperchio sul piaae=1. Calcoliamo il flusso uscente & , le cui equazioni

parametriche sono
Xx=acosd, y=bsing, z=z

dove0<6<2n e 0<z<1.Essendo si5

F = ab’ sin® 8cosfi +b®sin®8j+ za’cos Ok ;

A= rgXr, _ bcosfi+asinf]
[roxr.|  Jb?cog 6+a’sin?6
oppure
A=K dove T =-asing | +bcosj;
[Tk ]
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dS= dsdz = a?sin? 6 +b?cosd dfdz
si ha

jj FOhdS= abzfsinz edej dz=ab’r .
S 0 0

Il flusso del coperchio C e

H F[de:” >€zdxdy:” x> dxdy

C
dove si é tenuto conto che su @ &1 e che la proiezione di C sul piano xy e l'insieme

X2 y2
T={(X,y)‘?+FS .
Ponendox = au, y=Dbv e usando le coordinate polari si ottiene che

[[ % zdxdy = a [[ u?dudv= ba32fco§ edej 2% dp = ba? 7747
T 5 ° )

dove D @il discau®? +v? < 1

Infine osservato che sulla bas@ & —k e z=0 si evince che il flusso uscente da B & zero. Quind
il flusso totale uscente sa S e

2
ff FDﬁdS:ﬂat{bz +a—j.
f 4
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Esempio 4

Calcolare il flusso del campo vettoriale Bi=y i + z k uscente dalla frontieta del cono
0<z<1-y/x* +y?

Svolgimento

Indichiamo cono, la superficie laterale del cono z —_ql x> +y? econTildisco x2 + y< 1.

Allora

ﬁ FLA dS= jj FLA ds+j FLA dS
dove ’ ’ '

j +k suo, h=-k suT.

X : y
= i +

[XZ + y2 [XZ + y2
Essendo sw,

F=yi + (1—\/x2+y2 jk

abbiamo (tenuto presente cbe si proietta su T)

ﬁ FLA dS= ”{ = +y 1—1/x2+y2]dxdy-ﬂ z dxdy.

Osservato che, per motivi di simmetria, €

dxdy=0

I o

e che sl é z = 0, utilizzando le coordinate polari, siee

ﬁ FLA dS= jj( X2 + y2 jdxdy=]jd6j§(l—p)pdp=%.
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