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Funzione Potenziale e Campi Conservativi 

Sia  

kjiFF ˆ),,(ˆ),,(ˆ),,(),,( 321 zyxFzyxFzyxFzyx ++==  

 

un campo vettoriale di classe )()1( ΩC dove Ω denota un aperto connesso (dominio). 

 

Definizione. Se per qualche funzione ),,( zyxΦ=Φ definita in Ω, risulta Φ∇=F  allora si  dice che 

F è un campo vettoriale conservativo in Ω e la funzioneΦ è detta potenziale scalare di F. 

Si osservi che F è conservativo in un dominio Ω  se e solo  

Ω∈∀Φ∇= ),,(),,(),,( zyxzyxzyxF  

 

il potenzialeΦ non può avere neanche un punto singolare in Ω. 

 

Sia c una costante arbitraria, osservato che  

 

i ) [ ] Φ∇=+Φ∇ c  

ii ) [ ] 0),,(),,( =Ψ−Φ∇ zyxzyx per ogni Ω∈),,( zyx  (aperto connesso) implica 

Ω=Ψ−Φ suczyxzyx ),,(),,( ; 

 

si evince quanto segue: 

due funzioni potenziali di un campo vettoriale conservativo definito su un aperto connesso 

differiscono per una costante. 

In altre parole le funzioni potenziali non sono determinate in modo univoco: si può sempre 

aggiungere una costante. 

Una condizione necessaria che deve essere soddisfatta affinché un campo vettoriale in3ℜ  (oppure 

in 2ℜ ) sia conservativo è che sia irrotazionale. In altre parole: 

 

se 0==×∇Φ∇= FrotFF allora  

 

Per dimostrarlo si osservi che l’equazione Φ∇=F ovvero 

kjikji ˆˆˆˆ),,(ˆ),,(ˆ),,( 121 zyx
zyxFzyxFzyxF

∂
Φ∂+

∂
Φ∂+

∂
Φ∂=++  
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implica le tre equazioni scalari 

321 ;; F
z

F
y

F
x

=
∂
Φ∂=

∂
Φ∂=

∂
Φ∂

 

da cui, dovendo essere uguali le derivate parziali miste diΦ in quanto F è di classe )1(C , si ottiene 

0

0

0

22
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22
31

22
23

=
∂∂
Φ∂−

∂∂
Φ∂=

∂
∂

−
∂

∂

=
∂∂
Φ∂−

∂∂
Φ∂=

∂
∂

−
∂
∂

=
∂∂
Φ∂−

∂∂
Φ∂=

∂
∂

−
∂
∂

xyyxy

F

x

F

zxxzx

F

z

F

yzzyz

F

y

F

 

In seguito dimostreremo che la condizione precedente è anche sufficiente nel caso in cui F è 

definito in un aperto semplicemente connesso. 

 

Particolari domini semplicemente connessi sono i domini stellati rispetto ad un punto:  

un dominio si dice stellato rispetto ad un suo punto P0 se per ogni punto P del dominio, il segmento 

di estremi P e P0 sta tutto nel dominio. 

In questo sussiste il teorema successivo. 

Per non confondere le coordinate (x,y,z) del punto P con gli assi coordinati indichiamo questi con 

(u,v,w). Premesso ciò ricordiamo che l'equazione vettoriale di estremi P0 (x0,y0,z0) e P (x,y,z) è  

kjir ˆˆˆ)()( 00 wvuPPtPt ++=−+=  

 

dove  

)(),(),( 00000 zzwyytyxxtxu −+−+=−+= ν  

 

 

In particolare se P0 coincide con l'origine risulta  

[ ] ( )11,0ˆˆˆ)0()( ∈++=−= ttztytxPtt kjir  

 

da cui le equazioni parametriche del segmento i cui estremi sono l'origine e P(x,y,z) sono 

[ ] ( )21,0,, ∈=== ttzwtyvtxu  
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Teorema. Se F è un campo conservativo irrotazionale liscio in un dominio  Ω  stellato  rispetto 

ad un punto Ω∈0P allora Φ∇=F per qualche funzione potenziale Φ definita in Ω , ovvero F 

è conservativo. 

 

Dimostrazione. 

Senza perdere di generalità possiamo supporre che P0 sia l'origine.  

Consideriamo la funzione ( )zyx ,,=Φ   definita dall'uguaglianza seguente 

Ω∈⋅==Φ ∫ ),,()(),,( zyx
dt

dr
Fzyx

C

 

 

dove C è il segmento di estremi l'origine e P, le cui equazioni parametriche sono date dalla (2). 

Pertanto 

( ) [ ] ( )∫ ++=Φ
1

0

321 3),,(),,(),,(,, dtwvuzFwvuyFwvuxFzyx  

Dimostriamo che  

( )4),,,(),,,(),,,( 321 zyxF
z

zyxF
y

zyxF
x

=
∂
Φ∂=

∂
Φ∂=

∂
Φ∂

 

 

A tale scopo deriviamo la (3) rispetto ad x ottenendo: 

( )∫

∫

∫

===

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+=

=+
∂
∂++

∂
∂++

∂
∂+=

∂
Φ∂

1

0

1

1

0
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1

0

321
1

1

0
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,,),,()],,([

)]([
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zyxFtztytxtFdtzvutF
dt

d

dtz
u

F
y

u

F
x

u

F
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dtz
u

F
y

u

F
x

u

F
F
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Analogamente si ha  

( ) ( )zyxF
z

ezyxF
y

,,,, 32 =
∂
Φ∂=

∂
Φ∂

 

il che completa la dimostrazione. 
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Esempi: 

1. Il campo vettoriale 

)0,0(),(ˆ2ˆ2
),(

2222
≠

+
+

+
= yx

yx

y

yx

x
yx jiF  

(definito in un aperto connesso) è irrotazionale in quanto 

                                                          
2222

22

yx

x

yyx

y

x +∂
∂=

+∂
∂

 

 

pertanto potrebbe essere conservativo. 

Per stabilire se il campo vettoriale dato è conservativo poniamo 

 

2222

2
);

2
)

yx

y

y
ii

yx

x

x
i

+
=

∂
Φ∂

+
=

∂
Φ∂

. 

 

Integrando la  i ) rispetto a x otteniamo 

 

).()ln(),( 22 ycyxyx ++=Φ  

 

Si osservi che la costante di integrazione è una costante rispetto a x ovvero è una funzione della sola 

variabile y, che abbiamo indicato con c(y). Se deriviamo ambo i membri dell’equazione precedente 

rispetto a y otteniamo 

( )yc
yx

y

y
′+

+
=

∂
Φ∂

22

2  

 

Confrontando l’equazione precedente con la ii ) troviamo che ( ) 0=′ yc da cui ( ) kyc =  (costante). 

Quindi, a meno di una costante additiva, la funzione 

 

)ln(),( 22 yxyx +=Φ  

 

è una funzione potenziale del campo vettoriale F. 
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2. Il campo vettoriale 

)0,0(),(ˆˆ),(
2222

≠
+

+
+

−= yx
yx

x

yx

y
yx jiF  

 

il cui dominio è un aperto connesso, è irrotazionale in quanto 

 

2222 yx

y

yyx

x

x +∂
∂−=

+∂
∂

. 

 

Se esiste una funzione potenzialeΦ che genera il campo, deve necessariamente essere 

 

2222
);)

yx

x

y
ii

yx

y

x
i

+
=

∂
Φ∂

+
−=

∂
Φ∂

. 

 

Integrando i ) rispetto a x otteniamo 

 

( ) 0),( ≠+







−=Φ yyc

y

x
yx arctan  

 

da cui, derivando ambo i membri rispetto a y , otteniamo 

 

)(
22

yc
yx

x

y
′+

+
=

∂
Φ∂

 

 

Confrontando l’espressione precedente con la ii ) troviamo 0)( =′ yc da cui kyc =)( Quindi,a meno 

di una costante additiva,la funzione 

0),( ≠







=Φ y

y

x
yx arctan  

 

non è una funzione potenziale di F in quanto il suo dominio non coincide con quello del campo. 

Il campo vettoriale considerato è conservativo nel semipiano 0>y e nel semipiano .0<y  
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3. Sia  

( ) ( )kjiF ˆ1cosˆsinˆsin3,, 332 +++= zyxzxzyxzyx  

Essendo 

0=×∇= FFrot  

e dato che il dominio di F è tutto lo spazio tridimensionale che è semplicemente connesso, ne 

consegue che F è conservativo.  

SeΦ è una funzione potenziale per F, deve necessariamente essere 

 

.1cos);sin);sin3) 332 +=
∂
Φ∂=

∂
Φ∂=

∂
∂

zyx
z

iiizx
y

iizyx
x

F
i i  

 

Integrando, per esempio, la i ) rispetto a x si ottiene 

a ) ( )zyczyxzyx ,sin),,( 3 +=Φ  

dove ( )zyc , è una costante rispetto a x. Derivando la a ) rispetto ad y si ha 

                                                                   
y

c
zx

y ∂
∂+=

∂
Φ∂

sin3  

e per confronto con la ii ) si deduce che ),( xyc non dipende da y. 

 

Se poniamo )(),( zgzyc =  

b ) )(sin),,( 3 zgzyxzyx +=Φ  

 

Infine, derivando la b ) rispetto a z e per confronto con la iii ) , si ottiene 1)( =′ zg e quindi (a meno 

di una costante additiva) è 

.sin),,( 3 zzyxzyx +=Φ  

 

4. Sia ea 0>  

kjiF ˆ)ln(ˆ))cos(2(ˆ))cos(2(),,( 222 ayayxyxayxxyzyx zz +++++++=  

Poiché il dominio F è semplicemente connesso e F è irrotazionale ne consegue che F è 

conservativo. Per determinare una funzione potenzialeΦ procediamo come nell’esempio 

precedente.Abbiamo

aya
x

iiiyxyxa
x

iiyxxy
x

i zz ln);)cos(2);)cos(2) 222 =
∂
Φ∂+++=

∂
Φ∂++=

∂
Φ∂
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Integrando la iii ) rispetto a z otteniamo 

a ) ),(),,( yxcyazyx z +=Φ  

Derivando la a ) rispetto a y e per confronto con la ii ) si ha 

 

)cos(2 22 yxyxa
y

c
a zz +++=

∂
∂+  

da cui 

).()sin(),( 22 xgyxyxyxc +++=  

 

Sostituendo ),( yxc nella a ) otteniamo 

b ) ( ) ).(sin),,( 22 xgyxyxyazyx z ++++=Φ  

 

Infine, derivando la b ) rispetto ad x e per confronto con la i ) otteniamo g(x)-k  (costante) e quindi, 

a meno di una costante additiva,  

 

( ).sin),,( 22 yxyxyazyx z +++=Φ  

 

5. Il campo vettoriale 

 

01ˆ
1

2ˆ
1

2
),( 22

2222
≠−+

−+
+

−+
= yx

yx

y

yx

x
yx jiF  

 

è conservativo in quanto  

 

),(),( yxyx Φ∇=F  dove    ( ) 011ln, 2222 ≠++++=Φ yxyxyx  

 

più precisamente è  

 

 

                   
1

1

)1ln(

)1ln(
),(

22

22

2
22

1
22

<+
>+





++−−
+−+

=Φ
yx

yx

cyx

cyx
yx      
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6. Stabilire se il campo vettoriale 

 

kjiF ˆsinˆ2sinˆ
cos2

1
),,( 2 yyz

x
zyx ++

+
=  

 

è conservativo. In caso affermativo determinare una funzione potenziale. 

Svolgimento. Essendo il dominio di F semplicemente connesso (in quanto F è definito in 3ℜ ) ed 

essendo 0=×∇= FFrot , segue che F è conservativo (cioè esiste una funzioneΦ che soddisfa 

l’equazione  Φ∇=F ). Per determinare una funzione potenziale ),,(zyxΦ=Φ procedendo come 

negli esempi precedenti si ha 

i ) ),(sinsin 22 yxcyzy
y

+=Φ⇒=
∂
Φ∂

 

ii ) )(),(cossin22sin xcyxc
y

c
yyzyz =⇒

∂
∂+=  

Da i ) e ii ) segue che )(sin2 xcyz +=Φ  

iii )  ∫ +
=⇒′=

+
dx

x
xcxc

x cos2

1
)()(

cos2

1
 

Per risolvere l’integrale precedente si osservi che 

 

.
2

sin
2

cos
2

sin
2

cos2
2

2cos2cos2 2222 xxxxx
x −+







 +=+=+  

ovvero 








 +=+=+
2

tan3
2

cos
2

sin
2

cos3cos2 2222 xxxx
x  

Allora, sostituendo t
x =
2

tan , si ottiene 

c
xtt

dt
t

dx
xx

dx
x

+






===

=
+

=







 +
=

+ ∫∫ ∫

2
tan

3

1
arctan

3

2

33
arctan

3

2

3
1

2

2
tan3

2
cos

1
cos2
1

2
22
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Quindi, a meno di una costante additiva, è   

( ) yz
x

zyx 2sin
2

tan
3

1
arctan

3

2
,, +







=Φ  

 

Teorema. Sia Φ  un campo scalare di classe  ( ) ( )Ω1C   dove Ω è un aperto connesso dello spazio 

tridimensionale. Per ogni coppia di punti A e B connessi da una curva γ  contenuta in Ω, regolare a 

tratti é specificata dall’equazione vettoriale ( ) btat ≤≤= rr  , si ha 

 

( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )∫ Φ−Φ=Φ−Φ=⋅Φ ∇
γ

ABabd rrr  

 

Dimostrazione. Siano A e B due punti qualsiasi in Ω e congiungiamoli tramite una curva γ 

contenuta in Ω, regolare a tratti e di equazione  ( ) btat ≤≤= rr . Supponiamo inizialmente che 

γ sia regolare in [a, b]. Allora l’integrale curvilineo del Φ∇ da A a B lungo γ è dato da 

 

( )[ ] ( )∫ ∫ ′⋅Φ∇=⋅Φ∇
γ

b

a

dtttd rrr . 

Se poniamo ( ) ( )[ ]ttg rΦ= ,  per la regola di derivazione delle funzioni composte, si ha  

 

( ) ( )[ ] ( ) btatrttg ≤≤′⋅Φ∇=′ r  

 

Essendo Φ∇ continuo su Ω eγ  regolare, segue che ( )tg′  è continua in ( )ba, . Perciò 

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )∫ ∫ Φ−Φ=Φ−Φ=−=′=⋅Φ∇
b

a

b

a

ABabagbgdttgd rrr  

 

Ciò dimostra il teorema ma nel caso in cui γ è regolare.  

 

Se γ  è regolare a tratti, dividiamo l’intervallo [ ]ba,  in un numero finito n, di sotto - intervalli: 

 

[ ] btatnkttI nkkk ==== − ;,...,2,1, 01  
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in ognuno dei quali kγ  ( la restrizione di γ a kI ) sia regolare. Se applichiamo il risultato appena 

dimostrato ad ogni kγ , otteniamo  

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ABagbgtgtg

tgtgtgtgtgtg

tgtgdd

n

nn

n

k

n

k
kk

k

Φ+Φ=−=−=

=−++−+−=

=−=⋅Φ∇=⋅Φ∇

−

= =
−∫ ∑ ∫ ∑

0

11201

1 1
1

...

γ γ

rr

 

 

Da quanto precede si evincono le condizioni necessarie e sufficienti affinché un campo vettoriale 

sia un gradiente. 

 

Sia F un campo vettoriale ( continuo ) su un aperto connesso Ω contenuto in 3ℜ . Le seguenti 

affermazioni sono equivalenti: 

 

i) F è il gradiente di qualche funzione potenziale Φ  definita in Ω ( Φ∇=F  in Ω). 

ii)  L’integrale curvilineo di F è indipendente dalla traiettoria in Ω. 

iii)  L’integrale curvilineo di F lungo ogni curva chiusa regolare a tratti è uguale a zero 

 

 ∫ =⋅
C

d 0rF    per qualunque curva chiusa C liscia e continua a pezzi contenuta in D. 

 

Pertanto se l’integrale curvilineo di F lungo una sola curva chiusa è diverso da zero, certamente F 

non è un gradiente. 

Se il campo vettoriale F è conservativo in un aperto connesso D, se C è una curva regolare a tratti 

contenuta in D i cui estremi sono un punto A (a,b,c) fissato in D e un punto arbitrario P (x,y,z), 

allora il valore dell'integrale di linea ∫ ⋅
C

drF non dipende dalla curva  DC ⊂  ma dal punto P e si 

dimostra che la funzione 

 

( ) ∫ ⋅=Φ
C

dzyx rF,,  

 

è un potenziale per F ovvero che F=Φ∇  

Pertanto, quando è possibile, si può costruire una funzione potenziale  Φ  integrando lungo la 
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spezzata costituita dai segmenti i cui estremi sono 

( ) ( ) ( ) ( )zyxPcyxAcbxAcbaA ,,;,,;,,;,, ′′  

dove: 

i) Il segmento AA' è parallelo all'asse x e può essere specificato dall’equazione    

( ) [ ]xaucbuu ,ˆˆˆ ∈++= kjir  

ii)  Il segmento A'A'' è parallelo all'asse y e può essere specificato dall’equazione 

( ) [ ]ybvcvxv ,ˆˆˆ ∈++= kjir  

iii)  Il segmento A''P è parallelo all'asse z e può essere specificato dall'equazione 

( ) [ ]zcwwyxw ,ˆˆˆ ∈++= kjir  

 

In altre parole è  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

++=

=++=Φ

x

a

y

b

z

c

x

a

y

b

z

c

dttyxFdtctxFdtcbtF

dwwyxFdvcvxFducbuFzyx

,,,,,,

,,,,,,,,

321

321
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Invarianza di un integrale di linea rispetto la deformazione della traiettoria 

 

Siano P e Q due funzioni di classe ( )2C in un aperto connesso Ω del piano x - y. Supponiamo che 

ovunque in Ω sia 
x

Q

y

P

∂
∂=

∂
∂

 

SianoC1 eC2 curve semplici, chiuse e regolari a tratti, contenute in Ω, che soddisfano le seguenti 

condizioni: 

i ) C2 sta nell’interno diC1 ; 

ii ) i punti che sono interni aC1 ed esterni aC2 stanno in Ω. 

Allora si ha 

∫ ∫ +=+
1 2C C

dyQdxPdyQdxP  

dove le due curve sono percorse entrambe nello stesso verso. 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ω 
1C

2C
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Forme differenziali 

 

Sia ( ) ( ) ( )( )xFxFxFx 321 ,,)( =F  un campo vettoriale definito su un aperto connesso 3ℜ⊂A e sia  

( )xΦ=Φ    un campo scalare di classe )()1( AC . Se risulta 

Axxxxxgrad
xxx

x ∈=Φ=








∂
Φ∂

∂
Φ∂

∂
Φ∂= ),,()(,,)( 321

321

F  

le seguenti proposizioni sono equivalenti: 

 

i) F è un campo vettoriale conservativo e Φ è una funzione potenziale per F; 

ii)  La forma differenziale 

332211

3

1

)()()()( dxxFdxxFdxxFdxxFw
i

ii ++==∑
=

 

 

 è esatta e  Φ  è una primitiva di w, ovvero 

3322113
3

2
2

1
1

)()()( dxxFdxxFdxxFdx
x

dx
x

dx
x

dw ++=
∂
Φ∂+

∂
Φ∂+

∂
Φ∂=Φ=  

 

Se per ogni Ax ∈ risulta: F di classe ( )( )AC 1     e    
∂ F i

∂ x j

=
∂ F j

∂ x i
     i , j = 1 ,2 ,3  

si dice che la forma differenziale w è chiusa. 

 

In 3ℜ la forma differenziale dzzyxFdyzyxFdxzyxFw ),,(),,(),,( 321 ++=  

è chiusa se e solo se    0=×∇ F    dove 

kjiF ˆ),,(ˆ),,(ˆ),,( 321 zyxFzyxFzyxF ++=  

 

Non è difficile verificare che, se ( )( )ACw 2∈  allora la proposizione: 

una forma differenziale w esatta è chiusa, corrisponde alla proposizione: un campo vettoriale 

conservativo è irrotazionale    FF ×∇⇒Φ⋅∇= . 

Sussiste il seguente  

Teorema: Sia A un aperto semplicemente connesso e sia w una forma differenziale di 

classe ( )( )AC 1 .Allora w è esatta se e solo se w è chiusa. 

Ovvero: F è conservativo se e solo se F è irrotazionale Φ⋅∇=F  se e solo se  0=×∇ F  
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Esempi vari 

 
Esempio. Verificare che il campo vettoriale F dato è conservativo e determinare la corrispondente 

funzione potenziale. 

( ) kjiF ˆ
1

1
1

ln
cosˆsin

1
ˆcos),,( 2

1
1










+
−

+
+

+
−= +

+

zz

x
yxy

z

x
yxzyx z

z
z  

Essendo  

0ˆˆˆ 123123 =








∂
∂−

∂
∂+









∂
∂−

∂
∂+









∂
∂−

∂
∂=×∇ kji

y

F

x

F

x

F

z

F

z

F

y

F
F  

 
segue F conservativo: 1,0:),,( −≠>∀Φ∇= zxzyxF  
 
 
osservazioni: 

( )
( ) ( ) 









+
−

+
−=









+
−+−=

∂
∂ ++

2
1

2
12

1

1
1

ln
sin

1

11ln
sin

zz

x
yx

z

zx
xy

z

F zz  

  
( ) ( ) =









+
+








+
−

+
+=

∂
∂ +

y
xz

x

zz

x
yxz

x

F z

cos
1

11

1
1

ln
sin1

1

2
23  

xxy
zz

xxy zz lncos
1

1
1

1
lncos =









+
+

+
−  

( ) ( ) ( )zyczyc
y

c
y

z

x
yyxyx

x

z
z ,,sin

1
,,cos 21

1
1

=⇒
∂
∂+

+
=Φ⇒=

∂
Φ∂ +

 

( )
( )

( ) ( ) czczc
zz

x
yx

zz

x
yx zz =⇒′+









+
−

+
−=









+
−

+
− ++

222
1

2
1 )(

1

1
1

ln
cos

1

1
1

ln
cos  

Pertanto 

( ) cy
z

x
zyx

z

+
+

==Φ
+

cos
1

,,
1

 

 

12.(6.4)   Calcolare il lavoro del campo di forza ( ) ( ) ( )kjiF ˆ23ˆ4sin2ˆcos 232 ++−++= xzxyzxy  

quando una particella si muove lungo la curva       [ ]1,013;21;arctan ∈−=−== ttztytx   . 
 

i) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]( ) ( )[ ] dttttt
t

ttt∫








+−+−−−+
−

++−=
1

0

2

2

32 32arcsin13324212
1

1
13arcsincos21I   

Essendo 
 
                                                           
                                                                1                              ϑsin=t  
                           
 

( )tt arcsincos1cos 2 =+=ϑ  

ϑ 
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( ) ( )

( ) ( )∫∫

∫

−
−−=−

=−=






 −+=+
=

1

0
2

3
1

0

2

1

0 1

1

1
134arcsin139

3
1

3
8

3
3
2

2
1

41arcsincos21

dt
t

tdttt

dttt

π

44 344 21

 

 
Segue che 
 

( ) πππ 415648
3
8

2
3
1

6442
3
2

2
1

3
1 +=++++−=++−







 −−+=I . 

 
ii ) ( ) zyxzxyzyx 24sin,, 32 +−+=ΦΦ∇=F  

 

     ( ) ( ) πππ
4156491,1,02,1,

2
+=−−+=−Φ−







 −Φ=L  

 
13.(6.4) 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }

( ) ( ) ( ) ( )

2
13

2
5

4

sin2sin54sin2

13cos1sin2

1

0

1

0

1

0

1

0

2

1

0

2

−=−−=

=−++−=

=−+−++−

∫∫ ∫

∫

dtttttdttdttt

dtttttttt

πππ

πππ

 

 
 

8. Determinare il lavoro fatto dal campo di forza 
 

( ) ( ) ( )kjiF ˆˆˆ yzzxyx −+−++=  
 

quando un corpo si muove da ( )1,0,1 −A  a ( )3,2,0 −B   lungo una qualsiasi curva liscia o 

liscia a tratti  i)  lungo la retta che passa per A e B 

( ) ( ) [ ]1,0∈−+= tABtAtr  

tztytx 41,2,1 +−=−=−=  

( ) ( ) ( )[ ] ( )∫ ∫ =−=−=+−+−−−−=
1

0

1

0 2
19

9
2
37

93761452231 dttdttttL  

 

 

 

 

 

z 
y 

x 

A 

1 

-1 
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i ) lungo una spezzata OBAO ∪  

Essendo, lungo AO, xz −=   segue che 

tx −=    e  01 ≤≤−= ttz  

è una parametrizzazione che percorre il segmento AO da A all'origine. 

[ ]∫
−

−=+=
0

1

1 1dtttL  

Essendo, lungo OB, yz
2
3−= , segue che 

30,
3
2

,0 ≤≤=−== ttztyx       

è una parametrizzazione che percorre il segmento OB dall'origine a B. 

∫ ==






 +=
3

0

2 2
21

2
9

3
7

3
5

3
2

dtttL  

2
19

1
2
21 =−=L  

 

 

 

 

 

 

 

ii ) ∫∫∫∫ ⋅+⋅+⋅=⋅
321 CCCC

dddd rFrFrFrF

( ) ( )

2
19

2
3

412

122;
2

3
2;42

2 31

1

0

3

1

0

2

=+−=⋅⇒

⇒=+=⋅=−−=⋅−=−=⋅

∫

∫ ∫ ∫ ∫∫ ∫
−−

C

C CC

d

dttddttddtd

rF

rFrFrF

 

 

 

9. Sia  

 ( ) ( ) 0ˆˆ1
,

22
=×∇=⇒+−

+
= FFjiF rotxy

yx
yx  

 

z 

B 

x 

y -2 

3 
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Calcolare 

 ∫ ∫ +
+−=⋅

C C yx

dyxdxy
d 22rF  

dove 

i )  222: ryxC =+     percorsa nel verso antiorario una sola volta. 

ii ) C è un rettangolo di vertici ( ) ( ) ( ) ( )1,1,1,1,1,1,1,1 −−−− . 

iii )  C è il rettangolo di vertici ( ) ( ) ( ) ( )babababa 2,,,,2,,, −−   con a e b positivi. 

iv ) C è la frontiera del dominio: 041 22 ≥≤+≤ yyx . 

 

Svolgimento. 

i ) Una rappresentazione parametrica di C è:   taytax sin,cos ==  con  [ ]π2,0∈t . 

 Allora 

( )( ) ( )( )
∫∫ =+−−=

+
+− π

π
2

0
222 2

coscossinsin
dt

a

tatatata

yx

dyxdxy

C

 

 

ii ) =+++=
+
+−=⋅ ∫∫ ∫ ∫∫∫

4321

22
CC C CCCyx

dyxdxy
drF  

∫ ∫∫∫∫
− −−−−

=
+

=
+

−+
+

−+
+

+
+

=
1

1

1

1
22

1

1
2

1

1
2

1

1
2 2

1
8

1111
π

t

dt

t

dt

t

dt

t

dt

t

dt
 

 

 

 

111,:1 ≤≤−−== tytxC  

111,:2 ≤≤−== txtyC  

111,:3 ≤≤−==− tytxC  

111,:4 ≤≤−−==− txtyC  

 

 

 

 

 

 

C2 

C3 

C
4 

C4 

-1 1 

1 

-1 
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iii) 

atabytxC ≤≤−== ,:1  

btbaxtyC 2,:2 ≤≤==  

atabytxC ≤≤−==− 2,:3  

btbaxtyC 2,:4 ≤≤−==−  

 

 

 

 

0
2

2
2

2
2

arctan
2

arctan2arctanarctan2

2
arctan2arctan

2
arctan2arctan2

4
422

4

22 2

0

2

0
22222222222222

=+−=







++







 +−=

=+






 −+=

=
+

+
+

+
+

−=
+

−−
+

−−
+

+
+

−
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
− −

ππ
b

a

a

b

a

b

b

a

b

a

b

a

a

b

b

a

bt

dtb

at

dta

at

dtb

at

dta

bt

dtb

at

dta

bt

dtba

a

b

b

a

a

b

b

a b

b

a

 

 

         
x

y
arctan=α  

               αtanxy =   
y

x
arctan=β  

       βtanyx =  

 

iii )  000
0

2

1

1

2 0
22 =++−⇒

+
+−

∫∫∫ ∫∫
−

−−

ππ

dtdtdtdt
yx

dyxdxya

a

 

Confrontare con  ( ) 0ˆˆ2
22

=⇒+
+

= FjiF rotyx
yx

 

   0
222|:

=⋅∫
=ayxC

drF  

 

 

 

 

 

 

β 
α 

C1 

C2 

C3 

C4 

b 

2b 

-a a 
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10. ( ) ( )kjiF ˆ2ˆˆ 2 zbxxzaxy ++++=  

è conservativo se e solo se 0=×∇= FFrot   ovvero se e solo se b = 1  e  a = 2.  

Infatti  

 

03113 =∂−∂ FF       se  b = 1 

01221 =∂−∂ FF      se  a = 2. 

Pertanto è 

( ) ( ) Φ∇=++++= kjiF ˆ2ˆˆ2 2 zxxzxy  

se 

i ) 2x
y

=
∂

Φ∂
 

ii ) ( ) ( )
x

c
xyzxcyxzyxzxy

x ∂
∂+=

Φ∂
Φ∂

⇒+=Φ⇒+=
∂
Φ∂

2,,,2 2  

iii )  zx
z

2+=
∂
Φ∂

 

( ) ( )zczxzxc
x

c
xyzxy +=⇒

∂
∂+=+ ,22  

pertanto 

( ) ( )zcxzyxzyx 1
2,, ++=Φ  

 

( ) ( ) ( ) kzzcz
z

zc

z

zc
xzx +=⇒=

∂
∂

⇒
∂

∂+=+ 2
1

21 22  

 

( ) kzxzyxzyx +++=Φ 22,,  

( ) ( ) 8190,1,13,0,0 =−=Φ−Φ  

 

11. Calcolare 

( ) ( )
( )

( )

∫ +++=
3;2

1;1

33 dyxydxyxI . 

Svolgimento. L’integrale dato è indipendente dal contorno di integrazione in quanto 
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( ) ( ) 33;33 =+
∂
∂=

∂
∂=+

∂
∂=

∂
∂

xy
xx

Q
yx

yy

P
 

e quindi 
x

Q

y

P

∂
∂=

∂
∂

 ( sull’intero piano XY). 

Come percorso di integrazione scegliamo la linea poligonale nella quale i segmenti sono paralleli 

agli assi coordinati. Sul primo segmento abbiamo 210,1 ≤≤== xdyy , sul secondo 

310,2 ≤≤== ydxx  

Conseguentemente, 

 

( ) ( )∫ ∫ =−−++−−+=







++








+=+++=

2

1

2

1

22

2
1

206
2
1

18
2
9

3
2
1

626
2

3
2

63 y
y

x
x

dyydxxI . 

 

 

 

12. Trovare la primitiva U, della forma differenziale [ ] dyexdxxydU y )1()1ln( −++++=  

Svolgimento. Abbiamo 1;1);1ln( =
∂
∂≡

∂
∂−+=++=

x

Q

y

Q
exQxyP y . 

Assumendo 0,0 00 == yx e che il contorno K è una linea poligonale OMN ( Fig. 1 ). 

               Fig. 1 

( ) ( ) ( )∫∫ =−+++=
y

y
x

dyexdxxyxU
00

11ln,  

( ) ( )[ ] [ ] ( ) ( ) Ceyxyxxxeyxyxxxx yy ++−++−++=−++++−+= 11ln11ln1ln  
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13. ( ) ( )kjiF ˆ1cosˆsinˆsin3,, 332 +++= zyxzxzyxzyx  

Svolgimento. Essendo  

0=×∇=⋅∇ FF in Φ∃⇒ℜ3 tale che Φ⋅∇=F  

i ) ( )zyczyxzyx
x

,sinsin3 32 +=Φ⇒=
∂
Φ∂

 

ii ) ( ) ( )zczyc
y

c
zyxzyx =⇒

∂
∂+= ,sinsin 33  

 

Da i ) e ii )   ( )zczyx +=Φ⇒ sin3

  

 

iii )  ( ) zzczczyxzyx =⇒′+=+ )(sin1cos 33  

 

Quindi 

( ) zzyxzyx +=Φ sin,, 3  

Oppure se ( )0,0,00P allora 

( ) ( ) ( ) ( )dwwyxFdvvxFduuFzyx
zyx

∫∫∫ ++=Φ
0

3

0

2

0

1 ,,0,,0,0,,,                                                         

poiché i primi due integrali sono uguali a 0 si ha 

 

( ) ( ) ( ) zzyxwwyxdwwyxzyx
zz

+=+=+=Φ ∫ sinsin1cos,, 3

0

3

0

3  

 

14. ( ) [ ] ( )[ ] 0;ˆlnˆcos2ˆ)cos(2,, 222 >+++++++= aayayxyxayxxyzyx zz kjiF  

Svolgimento. 

Da            0=×∇=⋅∇ FF        in       Φ∃⇒ℜ3       tale che           ,Φ⋅∇=F   dove 

( ) ( ) ( )∫∫∫ =++=Φ
zyx

dwwyxFdvvxFduuFzyx
0

3

0

2

0

1 ,,0,,0,0,),,(  

( )( ) ∫∫∫ =+++++=
z

w
yx

dwaaydvyxvxduu
00

22

0

)ln(cos21cos  

( ) ( )2222 sin1sin)sin(sin yxyayxayxyxyxyx zz +++=−+−++++=  
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Alcune proprietà della divergenza 

 

Un campo vettoriale    kjiF ˆ),,(ˆ),,(ˆ),,( 321 zyxFzyxFzyxF ++=     è detto solenoidale in un 

dominio D se    .0==⋅∇ FF div  
 
Poiché la divergenza del rotore di un campo vettoriale è nulla ne consegue che: 
 il rotore di qualunque campo vettoriale è solenoidale. 
 
Esempi 
 

i) Se 02 =Φ∇ e 02 =Ψ∇ allora Φ∇Ψ−Ψ∇Φ è solenoidale 
 
 Infatti 
 

( ) =
















∂
Φ∂+

∂
Φ∂+

∂
Φ∂Ψ−









∂
Ψ∂+

∂
Ψ∂+

∂
Ψ∂Φ⋅∇=Φ∇Ψ−Ψ∇Φ⋅∇ kjikji ˆˆˆˆˆˆ

zyxzyx
 

 

=








∂
Φ∂Ψ−

∂
Ψ∂Φ

∂
∂+









∂
Φ∂Ψ−

∂
Ψ∂Φ

∂
∂+









∂
Φ∂Ψ−

∂
Ψ∂Φ

∂
∂=

zzzyyyxxx
 

 

02

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

=Φ∇Ψ−∇Φ=








∂
Φ∂Ψ−

∂
Ψ∂Φ+









∂
Φ∂Ψ−

∂
Ψ∂Φ+









∂
Φ∂Ψ−

∂
Ψ∂Φ= ψ

zzyyxx
 

 
 

 Oppure da       ( ) Ψ∇⋅∇Φ+Ψ∇⋅Φ∇=Ψ∇Φ⋅∇⇒⋅Φ∇+⋅Φ∇=Φ⋅∇ FFF  
 
                     ( ) Φ∇⋅∇Ψ+Φ∇⋅Ψ∇=Φ∇Ψ⋅∇  
 
 Pertanto 

( ) ( ) 0)( 22 =Φ∇Ψ+Φ∇Ψ∇−Ψ∇Φ+Ψ∇⋅Φ∇=Φ∇Ψ−Ψ∇Φ⋅∇  
 

ii)  Se F e G sono conservativi ( ) GFGF ×Ψ∇=Φ∇= allorae sono solenoidali. 
 Infatti 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
00

=Ψ∇×∇−⋅Φ∇×∇=×∇−⋅×∇=×⋅∇
==
434214434421

FGGFGFGF  

 in quanto è sempre vero 0=Φ∇×∇  
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Esempi 
 
 

1. ( ) 








∂
Ψ∂Φ+

∂
Ψ∂Φ+

∂
Ψ∂Φ×∇=

















∂
Ψ∂+

∂
Ψ∂+

∂
Ψ∂Φ×∇=Ψ∇Φ×∇ kjikji ˆˆˆˆˆˆ

zyxzyx
 

 
 

zyx

zyx

∂
Ψ∂Φ

∂
Ψ∂Φ

∂
Ψ∂Φ

∂
∂

∂
∂

∂
∂

kji ˆˆˆ

 

 

kji ˆˆˆ









∂
Ψ∂Φ

∂
∂−

∂
Ψ∂Φ

∂
∂+









∂
Ψ∂Φ

∂
∂−

∂
Ψ∂Φ

∂
∂+









∂
Ψ∂Φ

∂
∂−

∂
Ψ∂Φ

∂
∂

xyyxzxxzyzzy
 

 

k

j

i

ˆ

ˆ

ˆ

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2



















∂∂
Ψ∂Φ−

∂
Ψ∂

∂
Φ∂−

∂∂
Ψ∂Φ+

∂
Ψ∂

∂
Φ∂+

+
















∂∂
Ψ∂Φ−

∂
Ψ∂

∂
Φ∂−

∂∂
Ψ∂Φ+

∂
Ψ∂

∂
Φ∂+

+


















∂∂
Ψ∂Φ−

∂
Ψ∂

∂
Φ∂−

∂∂
Ψ∂Φ+

∂
Ψ∂

∂
Φ∂

==

==

==

321321

321321

321321

xyxyyxyx

xzzxzxxz

zyyzzyzy

 

 
 
 

Ψ∇×Φ∇=








∂
Ψ∂

∂
Φ∂−

∂
Ψ∂

∂
Φ∂+









∂
Ψ∂

∂
Φ∂−

∂
Ψ∂

∂
Φ∂+









∂
Ψ∂

∂
Φ∂−

∂
Ψ∂

∂
Φ∂

kji ˆˆˆ
xyyxzxxzyzzy

 

 
 
 

 

2. ( ) =








∂
Ψ∂Φ+

∂
Ψ∂Φ+

∂
Ψ∂Φ⋅∇=Ψ∇Φ⋅∇ kji ˆˆˆ

zyx
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 Ψ∇Φ+Ψ∇⋅Φ∇=








∂
Ψ∂Φ

∂
∂+









∂
Ψ∂Φ

∂
∂+









∂
Ψ∂Φ

∂
∂= 2

zzyyxx
 

 

3. ( ) ( ) ( ) ( )[ ]=−+−+−⋅∇=×⋅∇ kjiGF ˆˆˆ
122131132332 GFGFGFGFGFGF  

 

=
∂

∂−
∂
∂−

∂
∂+

∂
∂+

+
∂

∂−
∂
∂−

∂
∂+

∂
∂+

+
∂

∂−
∂
∂−

∂
∂+

∂
∂=

z

G
FG

z

F

z

G
FG

z

F

y

G
FG

y

F

y

G
FG

y

F
x

G
FG

x

F

x

G
FG

x

F

1
21

22
12

1

3
13

11
31

3

2
32

33
23

2

 

 
 

( ) ( )GFFG ×∇−×∇⋅=








∂
∂−

∂
∂−









∂
∂−

∂
∂−









∂
∂−

∂
∂−

+








∂
∂−

∂
∂−









∂
∂−

∂
∂−









∂
∂−

∂
∂−=

y

F

x

F
G

x

F

z

F
G

z

F

y

F
G

y

G

x

G
F

x

G

z

G
F

z

G

y

G
F

12
3

31
2

23
1

12
3

31
2

23
1

 

 

 
 


