Funzione Potenziale e Campi Conservativi
Sia
F=F(X,y,2)=F, (XY, z)f +F, (XY, z)] +F; (XY, z)R

un campo vettoriale di clas€é’ (Q ddveQ denota un aperto connesso (dominio).

Definizione. Se per qualche funziode= ® (X, y, z) definita inQ, risultaF = [0® allora si dice che

F € un campo vettoriale conservativadre la funzione&p & detta potenziale scalareri
Si osservi chd= e conservativo in un domini@ se e solo
F(x,y,2)=0®(x,y,2) O(x,y,2) 0Q

il potenzialeb non pud avere neanche un punto singolar@.in
Siac una costante arbitraria, osservato che

i) Ofw+c]=00
i) O[®(x,y,2)-W(xy,2)]=0 perognix,y,z)0Q (aperto connesso) implica
d(x,y,2-WY(x,y,2=c su Q;

si evince quanto segue:

due funzioni potenziali di un campo vettoriale camativo definito su un aperto connesso
differiscono per una costante.

In altre parole le funzioni potenziali non sonoaigtinate in modo univoco: si pud sempre
aggiungere una costante.

Una condizione necessaria che deve essere sotlisfiiché un campo vettorialelii’ (oppure

in0?) sia conservativo & che sia irrotazionale. Ireghiarole:

seF =0d allora OxF=rot F=0

Per dimostrarlo si osservi che I'equazidhe [1® ovvero

- A ~ 0D, 0P, 0D~
F(x,y,2i+F (X,v,2)j+F (X,y,0)k =—i+—j+—Kk
(XY, i +F, (XY, 2)] + F(X,Y,2) ™ ayJ 7
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implica le tre equazioni scalari

0 __ 00 __ 00

- y__F y ~
1 2 az

_ - F
X oy s

da cui, dovendo essere uguali le derivate pamziaie didb in quantoF & di class€™, si ottiene

OF, OF, _0°® _0%0 _,

dy 08z 0ydz 0zmy
oF, OF, _0’® 0%® _
0z 0x 09X 0xdz
oF, OF, _0°®d 9% _
ox oy - oxdy 0yox -

In seguito dimostreremo che la condizione preceder@nche sufficiente nel caso in Ewé

definito in un aperto semplicemente connesso.

Particolari domini semplicemente connessi sonanidostellati rispetto ad un punto:

un dominio si dice stellato rispetto ad un suo punto Py se per ogni punto P del dominio, il segmento
di estremi P e Py sta tutto nel dominio.

In questo sussiste il teorema successivo.

Per non confondere le coordinate (x,y,z) del pihtmn gli assi coordinati indichiamo questi con
(u,v,w). Premesso cio ricordiamo che I'equaziontoviale di estremi £(Xo,¥020) € P (X,y,2) €

r(t) =P, +t(P=P,) = ui +Vj + Wk
dove
U=Xo +t(X_ Xo)'V =Y +t(y_ yo)nW+(Z_ Zo)
In particolare se fxoincide con l'origine risulta

r(t)=t(P-0) =txi +tyj +tzk  t0O[01] (1)

da cui le equazioni parametriche del segmento éstiemi sono l'origine e P(X,y,z) sono

u=tx, vV =ty, w=1tz t0 [0,1] (2)
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Teorema. Se F € un campo conservativo irrotazionalescio in un dominio Q stellato rispetto

ad un punto B, JQ allora F =® per qualche funzione potenzialed definita in £ , ovvero F

€ conservativo.

Dimostrazione.
Senza perdere di generalita possiamo supporreqcia Forigine.

Consideriamo la funzion® = (x, Y, z) definita dall'uguaglianza seguente

o=(xy.2)=[FI) (xy.20Q

dove C e il segmento di estremi l'origine e P Uieeguazioni parametriche sono date dalla (2).

Pertanto
d(x,y,2) = Jl'[xF1 (u,v,w) + yF, (u,v,w) + zZF, (u,v, W)]dt (3)

Dimostriamo che

oD oD 0P
_ZF xX,Y,2), —=F X, ¥,2), _:F X,Y,2), 4
5 = Y2 5y = F200v:2) 5, = R 0uy.2) (4)

1
ox ¢ ou ou au
=|[R +t(ix+aF +%z)]dt:
ou ou ou

[tF,(u,v, 2)]dt =tF, (tx,ty, tz) (x, Y, z)

Analogamente si ha

0P 0P

a—y—F ,(x,y,2) e E=F3(x,y,z)

il che completa la dimostrazione.
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Esempi:
1. Il campo vettoriale
2X = 2y

=g it e (0 #00

(definito in un aperto connesso) € irrotazionalguanto

o 2y o 2
X x> +y*> Ay x*+y?

pertanto potrebbe essere conservativo.
Per stabilire se il campo vettoriale dato € coret@rg poniamo

0P 2x . .. 0D 2y
)—= ;o) —= :
ox xP+y? dy x*+y?

Integrando lai ) rispetto ax otteniamo

D(x,y) = In(x* + y?) +c(y).

Si osservi che la costante di integrazione € ustaote rispetto a ovvero e una funzione della sola
variabiley, che abbiamo indicato con c(y). Se deriviamo aimhembri dell’equazione precedente

rispetto ay otteniamo

Confrontando I'equazione precedente con )aroviamo ch@'(y) =0 da cuic(y) =k (costante).

Quindi, a meno di una costante additiva, la fungion
®(x y)=In(x* +y?)

e una funzione potenziale del campo vettorale
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2. Il campo vettoriale

N X =
FO) = Faeeye) ) 00)

il cui dominio & un aperto connesso, € irrotazienalquanto

o x _ 0 'y

&x2+y2 _6_yx2+y2

Se esiste una funzione potenzialehe genera il campo, deve necessariamente essere

X

i)aﬂz—L [
ox XZ + y?

: ii)aﬂ =
X2 + y2 ! ay
Integrandd ) rispetto ax otteniamo
D(x,y) = —arctan(lJ +c(y) y#0
y

da cui, derivando ambo i membri rispettp 2otteniamo

w_ x
ay X2+y2

+C'(y)

Confrontando I'espressione precedente can)laroviamoc'(y) = 0da cuic(y) = k Quindi,a meno

di una costante additiva,la funzione

d(x,y) = arctan(ﬁj y#z0
y

non e una funzione potenzialeRdin quanto il suo dominio non coincide con quekd campo.

Il campo vettoriale considerato € conservativoseehipianoy > @ nel semipiang < 0.
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3. Sia
F(x,y,2z) =3x%ysinzi + X*sinzj + (xsycosz +1)l2
Essendo
rotF =00xF=0
e dato che il dominio dt € tutto lo spazio tridimensionale che e sempliggmeonnesso, ne

consegue chE é conservativo.

Sed é una funzione potenziale gerdeve necessariamente essere
.. OF, . . .
i)—-=3x’ysinz ; ||)a£=x35|nz ; |||)a£=x3ycosz+1.
0x y 0z

Integrando, per esempio,ila rispetto a si ottiene
a) ®(x,y,2)=x’ysinz+c(y, z)
dovec(y, z)é una costante rispettokaDerivando la a ) rispetto adsi ha
v 5 . oc
— =X’sinz+—
oy ay
e per confronto con lia) si deduce che y(x, non dipende dg

Se poniamac(y,z) =g 4 )
b) ®(x,y,2)=xysinz+g(2)

Infine, derivando la b ) rispettozee per confronto con i@ ) , si ottienay’(z)= & quindi (a meno
di una costante additiva) e

D(x,y,2) =x%ysinz+z

4. Siaa>0 e
F(X,Y,2) = (2xy + cos + y2))i + (a* + x? + 2ycos(x + y?))j + (ya* Ina)k
Poiché il dominid= & semplicemente connessk e irrotazionale ne consegue d¢he

conservativo. Per determinare una funzione poté®@iprocediamo come nell’esempio

precedente.Abbiamo

i)aiD=2xy+cosQ<+y2) ; ii)aﬁzaz+x2+2ycos(x+y2) ;iii)aiD:yaZIna
ox ox ox
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Integrando laii ) rispetto & otteniamo
a) ®(x,y,2) =ya’ +c(x,y)

Derivando la a ) rispettoyae per confronto con lia) si ha

a’ +% =a* +x* +2ycosik+ y?)
y

da cui

c(x, y) = yx* +sin(x+ y?) + g(x).

Sostituendac(x, y) nella a ) otteniamo

b) ®(xy,2) = ya* +yx* +sin(x+ y?)+ g(x).

Infine, derivando la b ) rispetto & per confronto con lia) otteniamo g(x)-k (costante) e quindi,

a meno di una costante additiva,
D(x,Y,2) = ya* + yx° +sin(x+ yz).
5. Il campo vettoriale

2X o 2y
X*+y* -1 x*+y*-1

F(x,y) = ] x> +y*-120

€ conservativo in quanto
F(x,y) =0®(x,y) dove CD(X, y) = In‘x2 + y2 +1 | X2 + yz +1£0

piu precisamente e

In(x*+y*-)+c, x> +y>>1
In(-x*-y*+)+c, x*+y>’<1

(% y) ={
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6. Stabilire se il campo vettoriale

F(x,y,2) = Wlmxi +zsin2y] +sin? yk

e conservativo. In caso affermativo determinarefunaione potenziale.

Svolgimento Essendo il dominio df semplicemente connesso (in quaRt® definito in1°) ed

essendoot F =[x F =0, segue ch€& e conservativo (cioe esiste una funzidrehe soddisfa
'equazione F = J®). Per determinare una funzione potenzdatke ® x y(z,profedendo come

negli esempi precedenti si ha

i) %ﬁ:sinzy:dbzzsinz y+c(xy)
y

i) zsin2y =z2sin ycosy+? = c(X,y) =c(X)
y
Dai)eii) segue ch@ = zsin’ y+c¢ x( )
iii —c X c(x X
) Sroos SC00 = e = j2+cosx

Per risolvere l'integrale precedente si osservi che

2+ COSX = 2+ COS2> = 2(00325 +sin2§j +cog X —sin? 2.
2 2 2 2

ovvero

2+ COSX = 3c0€ > +sin’ > = cog 2| 3+ tant >
2 2 2 2

Allora, sostituenddan5 =t , si ottiene

I;dXII X 1 X dX:2J-3+—12dt:
co§2(3+tan2 2) t

2 arctan—— L 2 arctar( 1 tan— j
TBET R
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Quindi, a meno di una costante additiva, &

®(x,y,2)= %arctar( %tang j +zsin’ y

Teorema.Sia @ un campo scalare di clas (Q) doveQ € un aperto connesso dello spazio
tridimensionale. Per ogni coppia di punti A e B gessi da una curvg contenuta if2, regolare a

tratti é specificata dallequazione vettoriler(t) as<t<b ,siha

[Ooo i = o[r(b)]-o[r(a)] = o(B)- ()

Dimostrazione. Siano A e B due punti qualsiasidne congiungiamoli tramite una curya
contenuta irf2, regolare a tratti e di equazione= r(t) a<t<b. Supponiamo inizialmente che

y sia regolare in [a, b]. Allora I'integrale curvigo del(J® da A a B lungoy € dato da
b
[Oear = [Oe[r(t)] o (t)dt .
y a
Se poniamog(t)= qD[r (t)] per la regola di derivazione delle funzioni carse, si ha
g(t)=00[rt)]'(t) asts<b

Essendd]® continuo s ey regolare, segue chg(t) & continua in(a,b). Percid

J 0ot = [ )t = o)~ ofe) = o ()] - ol a)] = o(8) - ()

Cio dimostra il teorema ma nel caso in ¢é regolare.
Sey e regolare a tratti, dividiamo I’interval[@,b] in un numero finito n, di sotto - intervalli:

I = [t ot ] k=12,...,n t,=a ; t =b
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in ognuno dei qualy, (la restrizione diya |, ) sia regolare. Se applichiamo il risultato appena

dimostrato ad ogny, , otteniamo

(oo =Y [oo =k2n:‘1[9(tk)- o(t)]=

k=1 y,

- (o)~ o)+ [ale) - o)+ + alt) - g, )] =

=g(t.) - 9lto) = 9(b) - g(a) = @(B) + »(A)

Da quanto precede si evincoleocondizioni necessarie e sufficienti affinché ucampo vettoriale

sia un gradiente.

SiaF un campo vettoriale ( continuo ) su un aperto esso2 contenuto ind°. Le seguenti

affermazioni sono equivalenti:

i) F e il gradiente di qualche funzione potenzidledefinita inQ (F =0® in Q).
i) L'integrale curvilineo diF € indipendente dalla traiettoriagh

iii) L'integrale curvilineo diF lungo ogni curva chiusa regolare a tratti € ugaatero

§F [dr =0 per qualunque curva chiu€discia e continua a pezzi contenuta in D.
C

Pertanto se I'integrale curvilineo Hilungo una sola curva chiusa e diverso da zertaroente-

non e un gradiente.
Se il campo vettoriale e conservativo in un aperto connesso DG geuna curva regolare a tratti

contenuta in D i cui estremi sono un punto A (3,bssato in D e un punto arbitrario P (x,y,z),

allora il valore dell'integrale di Iinef\F [dr non dipende dalla curv& O D ma dal punto P e si
C

dimostra che la funzione

CD(x,y,z):J-Fmr

€ un potenziale péf ovvero chell® =F
Pertanto, quando e possibile, si puo costruirefunzione potenzialed® integrando lungo la
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spezzata costituita dai segmenti i cui estremi sono
A(a,b,c); A’(x,b,c) ) A’(x,y,c) : P(x,y,z)

dove:
i) Il segmento AA' e parallelo all'asse x e puo esspegificato dall’equazione

r(u)=ui+bj+ck  uD[ax]

i) 1l segmento A'A" e parallelo all'asse y e puo esspecificato dall’equazione
r(v)=xi+v+ck  vO[b,y]

iii) 1l segmento A"P é parallelo all'asse z e puo essggecificato dall'equazione

r(w)=xi +yj +wk wO[c,z]

In altre parole e

y z
®(x,y,z)=[F(u,b,c)du+ I F,(x,v,c)dv + j F(x,y,w)dw =
b c

D C— <

y z
Fy(t.b, c)dt+ [ F,(xt.c)dt + [Fy(x,y,t ot
b c

D C— X
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Invarianza di un integrale di linea rispetto la debrmazione della traiettoria

Siano P e Q due funzioni di clas€®)in un aperto connesgd del piano x - y. Supponiamo che

ovunque inQ siaa—P _9Q
dy OX

Sianc C1 e C2 curve semplici, chiuse e regolari a tratti, contenn(, che soddisfano le seguenti
condizioni:
i) C2stanellinterno ¢©1;

i ) i punti che sono interni €1 ed esterni €2 stanno inQ.
Allora si ha

jpdx+Qdy:dex+Qdy

dove le due curve sono percorse entrambe nellscstesso.
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Forme differenziali

SiaF (x) =(F,(x), F,(x), F;(x)) un campo vettoriale definito su un aperto conndssdl®e sia

®= qJ(x) un campo scalare di clas®®(A . Se risulta
F(x)=[aﬁ,aﬁ,aﬁj=grad O()  Xx=(%%,%) DA

le seguenti proposizioni sono equivalenti:

i) F e un campo vettoriale conservativebe una funzione potenziale ger

i) La forma differenziale

W= F ()% =F,(x)dx, + F, (x)c, + F, ()

i=1

e esatta e® e una primitiva div, ovvero

w=do :g;:dx1 +ai)dx2 +g;::dx3 = R (x)dx, + F,(x)dx, + F;(X)dx,

2

Se per ognixJ Arisulta: F di class@(l)(A) e Iy

si dice che la forma differenziale w e chiusa.

In0°la forma differenzialev = F, (x,y, 2)dx + F, (X, y, 2)dy + F, (X, y, 2)dz
e chiusase esoloséddxF=0 dove

F=F(x,Yy, z)f +F (XY, z)] + R (X, Y, z)l2

Non e difficile verificare che, sav[] C(Z)(A) allora la proposizione:
una forma differenziale w esatta e chiusa, corngioalla proposizione: un campo vettoriale
conservativo é irrotazionaleF =0[® = OxF.

Sussiste il seguente
Teorema Sia A un aperto semplicemente connesso e sisaviarma differenziale di

classeC®(A).Alloraw & esatta se e solo se w & chiusa.

Ovvero:F é conservativo se e soloBe irrotazionaleF=0[®d seesolosdlxF= 0
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Esempi vari

Esempio.Verificare che il campo vettoriale dato e conservativo e determinare la corrispordent

funzione potenziale.

~ z+1 i

z+1 (z+1f
Essendo
OxF = oF, 0F, 0 (a_F OFJJ oF, _ aFk 0
6y 0z 0z O0x ox oy

segue- conservativoF =0¢®  [(x,y,2): x>0 , z#-1

osservazioni

oF, _ . 41 Inx(z+1)—1 ozl Inx 1
—2=-sinyxX”"| —(—3g— |=-X"siny| —-7—=
0z (z+2) z+1 (z+1)

oF, _ s fInx 1 X1
0Xx —{(z+1)x Smy(z+1 (z+1)2j+ z+1x} oY=

2 1 1 2
cosyx’| Inx———+—— |=cosyx” Inx

z+1 z+1

z+1

z+1

" I 1 2 I 1 ,
- X lcosy(ﬂ ——)Zj = —xl+1) cos;{ﬂ ——)zj +c(2) = c,(z)=c

z+1 (z+1

ny 25
siny + 52 = ¢

= x*cosy = d(x,y,y)= y.2)=c,(y,2)

Pertanto

z+1

®=(x,y,z)= 7oy e

12.(6.4) Calcolare il lavoro del campo di foFza (y2 CoSX + z3ﬁ +(2ysinx - 4)j + (3sz + 2)l2
guando una particella si muove lungo la curvax =arctart ; y=1-2t; z=3t-1t D[O,l]

)i = j{[(l- 2 codarcsin) (1] L
Esse;do

+[2(1 2tk - 4)(-2 [3(3t -1) arCS|rt+2]3}dt

1 9 t =sind

cosd = /1+1? = cod arcsirt )
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(1+ 2t)codarcsirt)dt =1+ 4(% —%) = 3_2 =%

1
(o 2posaresin)d
1 1 1
[9(3t -1 arcsint dt = 477~ [ (3t -1)° dt
0 0 1-t°
Segue che
=1y (1—3—2j( 4)+4n+6:1—2+§+8+4n+6:15+4n.
3 \2 3 3 3
i) F=0o ®(x,y,z) = y?sinx+ Z’x -4y + 2z

L= CD( —lzj ®(01,-1)=9+47-(-6)=15+47

13.(6.4)
j{[Ztsin( )-(1+1)] [m codrt) - 3(1+t)] thot =

0
1

1 1 1
= [2tsin(zzt)dt — [ (4+5t)dt +t*sin(rt) ~2[tsin(rt)dt =
0 0

0

=—-4-

N | ol

13
2

8. Determinare il lavoro fatto dal campo di forza
F= (x+ y)f+(x—z)i+(z— y)R

quando un corpo si muove o 1,0,-1) a B(0,- 2,3) lungo una qualsiasi curva liscia o
liscia a tratti i) lungo la retta che passa pex B
rt)=A+t(B-A) tO[01]
x=1-t, y=-2t, z=-1+4t
1 1
L=[[~(L-3t)-22-5t)+4(-1+6t)]at = [(37 - 9)c =3?7—9=%9

0 0

7 A
y

/

v
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i) lungo una spezzataO [J OB
Essendo, lungo AOz =-x segue che
x=-t e z=t -1<t<O0

€ una parametrizzazione che percorre il segmenta®@ all'origine.
0
L, = [[t+t]dt = -1
-1

Essendo, lungo OBz = —gy, segue che

x=0, y:—gt, z=t 0<t<3

€ una parametrizzazione che percorre il segmentdaliBrigine a B.

3
|_2 :I[§t+§tjd :Zgzé

) 3 32 2
L=21_4.19
2 2
Z
A
B 3
-2 ;y

i) ijrszmr+ijr+ijr
C C, C, Cs

ijr=—Jq2dt:—4; ijr=—j(t—2)dt=g; ijr=}(t+2)dt=12 =
C, -2 C, Cs

0 -1

= [F —12-4+3:219
! 2 2

9. Sia

F(X,y)=xz%y2(—yf+xj) = rotF=0xF=0
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Calcolare

-yd d
iFmr :i {(2X++y)2( y

dove
i) C:x*+y’=r?
ii ) C & un rettangolo di vertidi- 11), (12),(-1-13), (1-2).
iii ) C & il rettangolo di vertic(- a,b), (- a,2b),(a,b),(a,2b) conaeb positivi.

percorsa nel verso antiorario una sola volta.

iv)C ¢ la frontiera del dominidt< x> +y*<4 y> 0

Svolgimento.

i) Una rappresentazione parametric€di: x=acod, y =asint con tD[O,Zn}.

Allora

dt=2rmr

I —ydx+xdy _ 2j”a(— sint)(— asint) + (acost)(acost)

2 2
C X+y 0

i) [P =[YEXY -1y
C C

2 2
+
Xty G G

[ dt  Fodt  p-dt p-dt 7 odt
zjl+t2+£1+t2+£1+t2+£1+t2:8J‘1+t2:2n

-1 -1

A
< C3
S 1 C,:x=t, y=-1 -1<t<l
C A C C,iy=t, x=1 -1<t<1
A -1 1 > -G, x=t, y=1 -1<t<1
Cs | » -C,: y=t, x=-1 -1<t<1

46



iii) A
“T ¢ | C:x=t, y=b -ast<a
2b 3
l AC C,,y=t, x=a bst<2b
2

C4| -C,ix=t, y=2b -a<t<a
b ’Cl -C,;y=t, x=-a bs<t<2b

-a a >

i ~bdt ff adt _§ -2bdt _F -adt _,t —bdt +2T adt +4T bdt _
JtP+b? JtP+a® C tP+4b® JtP+a® JtP+a® {tP+a® g tP+4b?

= 2arctan§ +2 arctanz—b - arctan;E + 2arctani =
b a b 2b

==2 arctanEE + arctang +2 arctanz—b + arctani = —27—T + 27—7 =0
b a a 2b 2 2

a = arctan?
X
B _ _ X
y = xtara [ =arctan—
a y
X=ytang
de+ Xdy -1 w 2 w
m)j = [odt - [dt+[odt+[dt=0
X + y - 0 0
2 T n
Confrontare con F :ﬁ(m + yj) = rotF=0
X“+y
[Frar=0
C:x?|ly?=a?
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10. F = (axy + 2)i + %] + (bx + 2z)k

econservativo se e solo setF=xF=0 ovveroseesoloseb=1 e a=2.

Infatti
0,F-0,F,=0 se b=1
0,F,-0,F,=0 se a=2.
Pertanto e
F=(2xy+2)i + %] +(x+ 22k =0®
se
i) 6_CD:X2
oy
., 00 0P oc
i) —=2xy+z d(x,y,z)=xy+c(x,z — =2xy+—
) 5 =2 = olyz)=xyrelxy) = So=2y+o
i) 2% = x+22
0z
_ ac _
2y+z=2y 4= = c(x,z) = 2x+¢(2)
X
pertanto

®(x,y,2) = X’y + xz+¢(2)

x+22=x+ac1(z) = aCZ(Z)=22 = ¢(z)=22+k
0z 0z

d(x,y,z) = Py + xz+ Z* +k

®(0,0,3)-®(1,10)=9-1=8

11.Calcolare

(2;3)

| = j (x +3y)dx + (y +3x)dy .
(1:1)

Svolgimento. L’integrale dato € indipendente dal contorno tigmazione in quanto
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e quindia—P =6—Q ('sull'intero pianaxy).
dy O0X

Come percorso di integrazione scegliamo la lindeypoale nella quale i segmenti sono paralleli
agli assi coordinati. Sul primo segmento abbiayml, dy=0 1<x<2, sul secondo
x=2, dx=0 1<y<3

Conseguentemente,

(x +3)dx +

P — N

2 2
(y+6)dy=| X +3x|+| L +6y|=2+6-1-3++18-1-g=202.
2 2 2 T2 7 2 2

P — N

12. Trovare la primitivaJ, della forma differenzialéU :[y +In(x+ 1)]dx +(x+1-€")dy

Svolgimento. AbbiamoP =y +In(x+1); Q=x+1-¢’; %—Q = %—Q =1.
y  0X

Assumendoe, =0, y, = @ che il contorn& e una linea poligonale OMN ( Fig. 1).

d N(x;y)

K,
K,
0 M(x:0) x

Fig. 1

U(x,y)= fln(x+1)dx+ (x+1-e*)dy =

0

O t—<

=[xIn(x+1) - x+In(x +1)]+|xy + y—€’|= (x +1)In(x +1) - x + xy + y -’ +1+C
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13. F(x,y,2) = 3x?ysinzi + X’sinzj + (x3ycosz + 1)2
Svolgimento. Essendo

OIF=0xF=0in0°= [(Wtale chec =0 [P

i) %i) =3x%ysinz = @ = x’ysinz+c(y, 2)
X

i) XPysinz =x3ysinz+g—§ = c(y,z) =c(2)
Dai)ei) = ®=xysinz+ o(2)

iii ) x*ycosz+1=x’ysinz+c/(z) = c(2) = z

Quindi
®(x,y,z) = X*ysinz+z

Oppure s (000)allora

X y z
x Y.z :jFl u 0,0)du +J'F2(x,v,0)dv+jF3(x,y,w)dw
0 0 0

poiché i primi due integrali sono uguali a 0 si ha

d(x,y,2) (x ycosw+1)jwz (x3ysinw+ WX = x’ysinz+z
0

O'—;N

14. F(x,y,2) = [2xy + cosx+ y2)Ji +[a + x* + 2ycodx + y? | + ya*lnak ;  a>0
Svolgimento.

Da OF=0O0xF=0 in 0° = b tale che F=0O[®, dove

X y z
D(x,Y,2) = I F,(u,00)du + I F,(x,v,0)dv + J' F(x, y,w)dw =
0 0 0

= Jx'cosu du +J¥ (1+ X2 + 2vcos(x + yz))dv +JE ya" In(a)dw =
0 0 0

=sinx+ y+ X’y +sin(x + y?) —sinx + y(aZ —1): X’y + ya’ +sin(x+ y2)
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Alcune proprieta della divergenza
Un campo vettoriale F = F,(X, Y, z)f +F, (XY, z)] +F(X,Y, z)l2 e dettesolenoidale in un
dominio D se [O[F =divF =0.

Poiché la divergenza del rotore di un campo vette® nulla ne consegue che:
il rotore di qualunque campo vettoriale € solenald.

Esempi

i) Se*® =0ed*¥ = Oallora POY - WO & solenoidale

Infatti
Orfeny - woo) =00 e 245 +‘9—qJ aq’ +ai’1+ai°k
0x 0z
_i(q,a_‘“ qﬁi’}i o _ 0% i o _y aq’j
ox\  0x ox ) oy ay 6 0z 0z

2 2 2 2 2

= q)akii_waq: + CDaLIJ o'd q)akii_waq: =00y -YOo =0
0x 0x ay? ay 0z 0z

Oppure da O F =06 (F + 0 [F = 0 {e0W) = O MY + o0 DV
OfwOo)=0W M + WO M

Pertanto
0 OOV - W) = (0d MY + 0%W) - (OWDe + WO?d) = 0

i) SeF eG sono conservatifF =00® eG =0¥) allora FxG sono solenoidali.
Infatti

OF xG)=(0xF)G -F(OxG)=(0x0¢) G - F(OxOW)=0

=0 =0

in quanto € sempre verox(d®= 0
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Esempi

1. Ox(e0w)=0x| o 2274+ 95, % -0y 0214 0 954 0 9¥
0 0x oy 0z

S —o
|©~—->

k
9 9
0x oy 0z

oY H¥ H¥
0x oy 0z

i(])a_w—i(])a_w f+(iq)a_w_iq)a_wjj+ i(])a_w—i(])a_w Kk
oy 0z 0z oy 0z 0OXx Ox 0z oXx o9y 0y 0x

PO H,OW _0POW oW e
dy 0z 0yoz 0z oy 0yoz
—

=0 =0

0P oW o LV (O IV °W |-
—Q—+t O - ]+
0z 0X 0x0z O0x 0z 020X

=0 =0

o oW 0’y 9d oY o’y

+ +d—-——- k
ox ay oxoy 0y ox 0yox
T %

(a;oa_w_aqaaw} (aqnaw acbawj (aq:aw 0P oW

s j k=00 x0OW
oy 0z 0z oy 0z 0Xx O0Xx 0z 0x oy ay X

2. 0fonw)=0M02  + 02+ 0¥ (| =
0Xx oy 0z
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_0
0X

(0

OFxG)

+

oF; _0F,

[hd
0x

j+i (Datu 9 ((Da_wj Od MY + oY
oy\ oy ) o0z\ oz
=0 [t(F2Q Fst i +( 3G1 - Fl%)j +(F1(32 - FZG.l)kJ =
anG +F, %G 0G, aFgez_Fsﬁ+
6 ox  0OXx 0Xx
0G, _0F aG
9 +F, —1G,-F—=2
Gl dy ay 2Ty
aF 0G aG1
+ _lG + F 2 2 —
0z b9z Gl
0G;, 0G, | _ F (OG1 ang F 0G, 0G, N
2l Al -3 T A
dy 0z 0z 0x ox oy

oF,

SN AR
dy 0z 20z ox ox oy
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