Integrali curvilinei per campi scalari

Sia F = F(t) una curva regolare definita [la, b] e siaf un campo scalare definito e limitato in un
apertoQ dello spazio tridimensionale che contiene il grafy di F.
L’integrale curvilineo dif lungo y e definito dalla uguaglianza

[ tds=] t[FG)] (FE)at

ogni qualvolta che l'integrale indicato a destrestes per esempio $& continua suw .
SiaG=G(r) r0[cd] una curva equivalente af , allora

d b

[ el (G (r)dr = [ £ {t)(F(t))ct

Cc a

ovvero:l'integrale curvilineo di un campo scalare lungoe invariante rispetto alla
rappresentazionparametrica che descrivye (e quindi rispetto al verso di percorrenza).

Per dimostrare cio, incominciamo ad osservare etieesu(r) & un cambiamento di parametro tale
che G(r) = F[uft)]

Allora
[HFON Q)= 1) (e

Per giustificare I'ultima uguaglianza precedentessiervi che:
. seu(r)<0allorau(a)=d, u™(b)=c, u™(r)=-|u'(r)e
|G'(0)| = F{u@)]] wlr) =4 F [u@)u()
i. seu(r)>0allorau™a)=c, u(b)=d, u'(r)=|u'(r)|e
G@)|=|Flu@]] [u(@)|=|Flul)]lu()

Osservazione

SiaF =F(t) tO[ab] una curva regolare a tratti e sia
a=t, <t <..<t, =b

una partizione d[a, b] tale che la restrizione di F @_l,ti] i =1,...,n, sia un arco di curva
regolare.
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Indichiamo cony la traiettoria descritta d& su [a, b] e cony, quella corrispondente all'intervallo
[ti_l,ti] . Allora

jfds Zj fds

i ly
poiché
jfds i=12,...n

e indipendente dalla rappresentazione parametnieaescrivey, ne consegue che per il calcolo
degli integrali precedenti possiamo considerareoger y; la rappresentazione parametrica piu
conveniente.

1. Calcolare[(x~ yls, dovey & un tratto di linea tra(0,0) e B(4,3).

SvolgimentoL'equazione della rettdB & y = (3/4)x. Troviamoy =34 e
conseguentemente

/ 5t .._5
j(x yds= j( j1+ 6dx 160xdx—32x

Se pensiamo una curya(piana e sghemba) come a un filo di un materiatkedsita
lineare variabile f(x y,z) dove f(x y,z) & una massa per unita di lunghezza

nel puntc(x Y, z)di yallora:

la massa totale M del filo &€ data dall'integrale lineo o di linea

M:j { xy2ds

Il baricentro del filo & definito come il punto lecui coordinate (_xK/E) sono definite

dalle equazioni

M;(:'[xf(xy,z)ds Myzjyf(xy,z)ds MEzsz(xy,z)ds
Y Y

¥

I momento di inerzia del filo rispetto ad un asse

l,=[d*(p) (xy3ds

Dove d(P,r)eé la distanza del puntB = ( x y,z) 0 ydall'asse.

In particolare i momenti d'inerzia rispetto aglsiasoordinati sono definiti dalle relazioni

=[(y’+2) {xygds 1,=](¢+Z) (xydds 1,=[(+y*) {xyIds.

y y 14
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Un filo di densita costante € detto omogeneo, estpicaso il baricentro si dice anche centroide;
in questo caso risulta

izljxdx; Y/:.[ydx; Ezlj'zdx dove L:jdx.
LV /4 LV y

2. Trovare la massa M dell'arco di curva=t, y=t2/2, z=t/3 (0<t<1), la cui densita
lineare varia pery =,/2y .

SvolgimentoAbbiamo

M :j\/Z_yds:jt XZ+y?+7%dt =
.[t\/1+t +1 dt——J' (t += j id(t +%)

da cui ponendat? +% =V siottiene

1 32
[tV1+t? +t'dt :% [Vv? +b%dv  dove b’ :%
0 12

Essendo ( vedi figura)

j\/v +b?du= j dg =

cosd co<2z9
_b—z{itanﬁﬂn +tand }— e v =btans
2 | cosd cosd 5
B 4

:b_2 V2+bzx+|n
2 b b

} b =+V? +b? cosd

b

segue che

V2 +b% +v

2

2 b

32
1 2 2 2
R e e e
0

12
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3. Trovare le coordinate del centro di gravita detiadel cicloide
X=t-sint, y=t-cost O0<t<n

SvolgimentoLe coordinate del centro di gravita dell'arco ajaneo della curvay possono
essere calcolate con la formula

;<=é£ xds §/=é£ yds

doves ¢ la lunghezza dell’arco. Abbiamo
=4.

0

T T 2 . St t
s—J; X2+y2dt—£\/(1—c0$) +S|n2tdt—J;S|n§dt——4cos§

Poi

;(:EJ' xdszlj'(t—sint) 2sin£dt:Ej(tsinl—sinlsintjdtz
45 41 2 2930 2 T2

=1 _2tcost + 4sin£+ﬂsin3£} =£(4+ﬂj:§
2 2 2 3 2], 3) 3

-_1 1t -t 1¢( .t .t

=—| yds==|(1-cost )2sin—dt == || sin--sin—-cos |dt=

y= 4l vis= 3 -cos)asing = in —sin cos |

1 t 1t t " _4
==| —2C0S-+=>-C0S——-CO0S— | =—
2 2 3 2 2 3

0

4 . Trovare le coordinate(?gy) del baricentro dell'arco della circonferenga+ y* = a’ posto
nel primo quadrante, cioé della curva di equazioni parametriche

Xx=acod, y=asint O<t<

NN

SvolgimentoPoiché la curvay della quale vogliamo trovare il baricentro haasse di
simmetria (la bisettrice del 1° quadrante) t&ul

§/=;<=%Jy’ xds.
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Essendo

ds=+/x* + y*dt = adt

L :J'dszjgadtzga
y 0

J' xds:J%azcostdtz a’

4 0

segue che

Quindi il baricentro di un quarto di circonferersddrova sull’asse di simmetria e la sua

2V/2a

distanza dal centro della circonferenza-€6——
Vid

5. Calcolare il momento di Inerzia di una circonfergwlz raggio a rispetto ad un diametro
fisso.

SvolgimentoSupponendo il diametro fisso sull’asse x risulta:

2T 2T a3
|, = [ yds= [a’sin’ tadt = 2m= ma’®
0 0

6. Trovarele coordinate (3(?/) del baricentro di un arco di circonferenza digiag e angolo
al centro26 .

SvolgimentoFissiamo il riferimento in modo che I'asseoincida con I'asse di simmetria
dell’arco della circonferenza considerata. Allgra0 e

8 8
Lx =J' xds= jacostadt = 2a2jcostdt =2a’sin@
1% -0 0

X =2a’sind _asind
2ad )

.. . ) o ) . asind
Cosi il baricentro si trova sull’asse di simmetada dlstanzaT dal centro della

circonferenza.
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7. Calcolare il baricentro dell'arco (asteroide)
x=acost, y=asin’t Ostsg

SvolgimentoRisulta x=y e

m

- 13 13 . 2
x——J' xds——J'aco§t3a sintcostdt ==a
Ly L 5

Infatti

(dsf =x*+y? = (3asintcoszt )2 + (3acost sinzt)z =
=9a’sin‘tcos't (cosZt +sin’t ) =9a’sin’tcos't

/2

e L=jds: IBasintcostdt:3a% sin’t
y 0

/2 3
=—a
o 2

8. Sia yla curva di equazioni parametriche
x=tcost, y=tsint, z=t tO[0t,]
Calcolarei ) L[y]; ii ) z.

Svolgimento.
Essendo x=costsint, y =sint +tcod, z=1

Abbiamo  (dsf =x®+y? + 22 =2+t2,
Allora procedendo come nell’'esempio 2 si ottiene

v2+t® |t
2 42

i) L[V]:.([\/Zﬂzdt:!% 2\/’; “In

to

}0

V2+ti///<(////////‘t:Jimme dt J? dé
0 cos” @

J2=./2+t2cosd

i) zZL= tjot\/2+ t2dt :%[(2+t§)3“2 - 2&].
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9. Un filo omogeneo é disposto lungo I'arco di ciclid
x=alt-sint) y=a(l-cost) tO[027]a>0

Determinare il momento d’inerzia rispetto all’'asse le coordinate(;g;/) del baricentro.
(Si supponga la densita lineare uguale a 1).

2
i 1= yds= [a’(1-cost]'{x* +y?dt
0

4

Essendox® +y? = 4azsin2£2 e tenuto conto ch}esinl2 = sin% cont[0,277], si ha

2m 2 2
|, = 2a3j(1—co$ )Zsinldt :8a3j(sin2£j sintdt =
! 2 I°72) 7

27, 2 3
=8a’ I[l— coszlj sinldt 1622 = 2—56a3
) 2) 72 15" 15

i. E'x=ra:
2

2
Ly= [ yds= [a(1-cost )2asin£2dt = 4a° {sinzésin%dt =
y

0

27T, 2
=4a? j[l— coszljsinldt = 4a2{— ZcosL +gco§£} = 8a3ﬂ = Sa( ﬂaj
) 2)7" 2 232 3 3

0

dacui y :ga. Quindi G( na,gaj .

10. Calcolare la masga, le coordinate(_x_y,i) del baricentro G, i momenti d'inerzia rispetto
agli assi coordinati di un singolo anello di unallmavente la forma di un'elica di equazione

x=acod, y=asint, z=bt t0[0,27]

se la densita nel pun{ y, z) della molla &x? + y? + Z2.
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Svolgimento
E
2 2, 2 T 2, w242\ /a2 L 2 2, 2 2 2(27T)3
m=[(x +y? + 22)ds= [ (a2 +b2t2Na? + DPdt =/a? + b2 | 2787 +D =5
y

0

2

:%j XX +y? +2 )ds_—jcost(a +b*t2Na? +bdt =
y
aal +b* 7 6ab’

a’cost +b%%cost Jdt=————
m ( ) 3a? + 47r°b?

a/a 2

y :%J; Y2 +y? + 22)ds = r2n+ b’ {(azsint +bA?sint Jdt = —x77

x|

O —y

T/2
N.B.Se f(x+T)= f(x j j

-T/2

3a’ + 4r'h’

VTR PR
14 0

I, = j(y2 +27 )(x2 +y*+7 )ds= va* +b? 2Jy(azsint + bztz)(a2 + b2t2)dt =
4 0

=+a’? J'(a sin’t +a®h%?sin’t + a’h%® + b“t“)dt

0

2

jsinztdt:ﬂ Itzsm =27
0 3 2
2 2

[t :}(271)3 =8, [tat :}(2n)5 _ 32
5 3 3 5 5 5

|, =va’ +b? {na“ + a"‘b2(4773 - Zj +%2b4n5}
I, =Va’ +b’ {na“ + a2b2(4n3 +7—sz +3—2b4n5}

1, :J'(XZ + yZ)(Xz ry2+ zz)ds= a2ya? + b? 2Jy(az +b2t2)dt = ma = a2y/a? +b2(2ﬂa2 +:—2ﬂ3b2j
0

y
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11.Un filo disposto lungo la circonferenzax? + y? =a?. Se la densita lineare nel pur{tqy)
&[X+|y|, determinare la massa M e il momento d'inerzjaette ad un diametro.
SvolgimentoEssendo le equazioni parametriche della circonfr€

x=acost, y=asint t0[0.27]
si ha

i) M=j(|x|+|y|)dszT(|acost|+|asint| x2+y2dt=a22f|cost|+|sint|dt:
0 0

2 372 2
I cost +sint )dt + a2 I - cog +sint )dt - a? j (cost +sint)dt + a? j(cost—sint)dt
0 72 7 372

Da cui M =8a°.

i) L'equazione di un generico diametroye- mx= . Rertanto se P & un puntgsdi
P(acost,asint ) e denota il diametro si ha

. _ 2 P
dZ(P,r)=(|aSInt macost|J -_4 2(sinzt+m2co§t—2msintcost): a
V1+n? 1+m 1
PostoH (t) = (sin*t + m? cos’t — 2msint cost)

segue che

2 > TH (t)a(| sint | + | cost|)adt =

0

= [d*(Pur)([x + |y Jds=

2
= U H (t)(|sint| +|cost| )t IH )(~|sint| +| cost|)dt

0 372

HC) HRC)
Essendo J'H(t)costdt:S'g t +m2(sint—5|gtj Z?m&jt B(t)

COSt _ ¢ co3§'t 2—3msin t=At)

IH (t)sintdt = —cost +
segue che

2 () + O+ [ ) - BOL,. [ Al)+ BOL [ Al) + B} =

r

1+m
= 13:“2 a(1+nt )= 48

Quindi i momento richiesto non dipende dal diamet
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Integrale di linea

Supponiamo che le funzioR(x, y) e Q(X, y) siano continue sui punti dell’ar@B della curva liscia
C specificata dall'equaziong=g¢(x) a<x<b.

Consideriamo Iaomma integrale

n

> [P( & )B% + Q& )0y ]

k=1

Dove Ax, e Ay, sono le proiezioni dell’arco elementare sugli assi.

L'integrale di linea del secondo tipo

P(x y)dx+Q(x y)dy sull'arco orientatd\B & il limite della somma integrale sotto la conoliz
che il maxAx, - 0 eil maxay, - O.

[ P(x y)dx+Q(x y)dy= im Zn:[P(fkﬂk )8x, + Q&7 )0v:]
AB maxAy:: :0 k=1

Proprieta principali dell'integrale di linea del secondo tipo

1° Un integrale di linea del secondo tipo cambia segambiando la direzione d’integrazione:

jP dx+Q dy:—J'P dx+Q dy
BA AB

2° jpdx+Qdy:dex+dey
AB AB AB

Le altre proprieta sono analoghe a quelle dellgraée del primo tipo.

Un integrale di linea del secondo tipo puo esseadcolato con la formula

b

[ Plx, yidx+ Qx, yldy = [{Plx 4]+ ¢ ()l #(X] Jox

C a

Se la curva C é specificata dalle equazioni panachetx = x(t) ,y = y(t) dovea<t < b, allora
abbiamo

b

[P0 yydx+Q(x, dy=[{PIx(t), y(1]IX (1) + QIx(), y(B)]y'(t) }dt
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Una formula analoga € vera anche per il calcolandintegrale di linea del secondo tipo lungo C: se
la curva e specificata dalle equazionE x(t),y = y(t),z = z(t) dovea<t <b allora

jP(X, y dx+Q(X, y 2dy+ R(x, y 2dz=

b

= [{PIx(®), y(©), Z)]X (1) + QIx(1), y(1), D]y () + Rx(t), y(1), )] Z'(¢) }elt

a

Quanto segue costituisce ungerpretazione meccanicadell'integrale precedente.
Sia C una curva liscia dello spazio tridimensiorm#scritta dall’equazione vettoriale

r=r(t)=x(t)i +yt)j +zt)k  tO[ab] (1)

Se riparametrizziamo la curva C in funzione dellaghezza dell’arcs, allora da

r=r(s) =r[{s)]

1
1
ds - 2
v

si evince poiché t = t(s) e l'inversa di s = s@ggue chej—t = it

dr _drdt_dr 1 _ r)
ds dsds dtv(@t) [r@)|

da cui il vettore tangente della curva=r s € )un vettore unitario che si indica cbrs ()
- dr
T(9=—(2)
ds
Premesso cio, supponiamo che

F(r)=F(x, %2 = F,(x, %, 2)i + F, (X, ¥, 2)] + F, (%, ¥, 2k

sia un campo vettoriale continuo in un apeache contiene C.

Il lavoro W fatto dalla forz& durante lo spostamento di un corpo luijmella direzione del
moto, é dato da

W = [FTds= [Fdr
C C

Si osservi chE [T dipende dall'orientazione d e quindi dalla parametrizzazione di C.
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Essendo
dr = dxi + dy]+ dzk
segue

[For = [F,(x, y 2dx+F, (x, ¥ Jdy+Fy(x, ¥ 2z (3)

Questo integrale (che e un integrale di linea d=laponente tangente di F lungo C) dipende
dell'orientazione di C, nel senso che se& (t) e s=s(r) descrivono C nel verso opposto, allora

IFEdjr:—jFEis
C C

Se C e una curva chiusa, l'integrale di linea detlmponente tangenkelungo C é chiamato
circuitazione di- lungo C Il fatto che la curva sia chiusa € indicato speksan piccolo cerchio
scritto sopra il segno d’integrale: I'espressione

§Fms
C

denota quindi la circuitazione Bilungo la curva chiusa C.

Per il calcolo di questi integrali, per indagare ¢ curva chiusa é percorsa nel senso antiorario
scriveremoj? .
C+

Oppure j'>: - § per indicare che il percorso della curva e quethrio.
c” c*

Nel caso di un arco liscio di equazione
x=x(t), y=y(t) a<t<b,

[Fi(x, ¥ dx+ F, (x, ¥ Ady+ Fy(x, y Jdz=
C

gl {Fl[x(t)’y(t)’Z(t)]j_?#z[x(t)’y“)’Z(‘)]f,—f*L Fs[X(t),y(t),z(t)]g—f}dt

Se C e una curva liscia a pez€i=C, U.....0C, Tlintegrale precedente & la somma degli integrali
di linea sui vari archi lise, i =1,......,nche costituiscono C:

=21
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1. Calcolare sz ydy — y?xdx  se x =./cost , y=./sint 0<t<77/2
C

SvolgimentoEssendo dx=—Lnt dt, dy= ﬂdt

2./cost 2./sint

T2 .
abbiamcj'x2 ydy— y* xdx= J' cost /sint ﬁ +sintcost Mt gt =7
. 0 2,/sint 2,/cost 4

Domini Connessi

Definizione 1.Un dominio D e connesso se per ogni coppia diiguietB di tale dominio D, esiste

una curva regolare a tratti, avente come estrg@unti A e B, interamente contenuta in D.

Definizione 2.Nel piano,un dominio connesso D e detto semplicéeneonnesso se l'interno di
ogni curva chiusa, e regolare a tratti, appartenarile dominio D giace in D; in altre parole, se
comungue si prenda una curva chiusa e regolagdta ¢uesta € la frontiera di un insieme limitato

contenuto in D.

Definizione3. Nello spazio tridimensionale un dominio D semptieite connesso € caratterizzato
dalle seguenti condizioni:
i) Qualunque curva chiusa e regolare a tratti di ®fedntiera di una superficie che giace
interamente in D.
i ) SeC1eC2 sono due curve di D aventi gli stessi estremi al ©2 (oppure ©1) puod essere
deformata in modo continuo €1 (oppure¢ €2 ), rimanendo in D durante il processo di

deformazione.

Nel piano, un dominio semplice connesso D non pedeabuchi, nemmeno buchi costituiti da un

solo punto. Ad esempio, il dominio della funziene— non & semplicemente connesso poiché
X“+y

I'origine non gli appartiene. (L’origine € un’buati’quel dominio.) Nello spazio tridimensionale,

un dominio semplicemente connesso pud avere déi.dumsieme di tutti i punti dil®esclusa
I'origine € semplicemente connesso, come purd’esterno di una palla. Ma l'insieme di tutti i

punti dilJ® soddisfacentix® + y* = (hon & semplicemente connesso. E neppure lo érfiatdi
una ciambella chiamato in geometioao.
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