Funzioni a valori vettoriali

Definizione 1 Un’ applicazione definita su un insieme di nunreali il cui codominio & un
insieme dil" & per definizione una funzione a valori vettoriali.
Se F denota una funzione a valori vettoriali alléta) & un vettore che ha n componenti e si scrive

f(t)= (t), £, (0).. 7, (0)).

Cosi ogni funzione F a valori vettoriali da origiae@ funzioni £, f50esf a valori realii cui
valori

nel punto t sono le componentifelit).

Nel seguito il dominio di F sara un intervallo ghe essere anche infinito.

Definizione 2. Sia F una funzione a valori vettoriali definitawmn intervallo I. Si dice che F &
continua im O e si scrive

Iti[r; F(t)=F(a) ovvero limF(t)-F(a)=0

t-a

se per ogng > 0 e possibile trovare un numero posit/e 5(5, a) tale che
|F(t)- F(a)| < £ ogni qualvolta cheé Ol e ft—d <&

dove| |denota la norma euclideali :

Pertanto

limF(t)=F(a) se e solo seim|F(t)-F(a)j =0

Non é difficile dimostrare che

lim F(t)=F(a) see solo selim f, t)=f() i=1..n

-a -a

Si dice che F é continua in | quando F & contimuagini punto di . Da quanto precede: una
funzione a valori vettoriali € continua se e s@e@scontinua ogni sua componente.
Analogamente: una funzione a valori vettoriali #egivabile o integrabile su un intervallo | se ogni
componente di F ha la corrispondente propriet® siésso intervallo.



Se F é derivabile per t = a allora

F’(a):limM se e solo sém F(t)—F(a)_F,(a* =0
-2 t-a o t-a
e
IimM—F'(a)(:O seesolosb’mM:fi'(a) i=12,...,n
t-a)  t-a t-a  t-a
Ovviamente

|imM = F'(a): lim F(a+h)_ F(a)
t-a t—-a h-0 h

Definizione 3. Un’ applicazione F a valori vettoriali definitacentinua in un intervallo chiuso e
limitato [a,b] & per definizione una curva o unaadi curva.

L'immagine di una curva é detta sostegno di F oppatraiettoria descritta da F da F(a) a F(b); le
equazioni

x = fit) %, = 1,(t) , x, = f,(t) tOfab]
sono dette le equazioni parametriche della curva.

Owviamente lungo una curyaono possibili due orientazioni. L'equazione dellava F = F(t)

determina una delle due possibili orientazioni:ligueorrispondente alla direzione lungo la quale il
parametro € crescente.
In altre parole 'equazion€& = F(t) tO[a,b|induce sulla curva I'orientazione dal purfda) al

puntoF (b).

Se F ha derivat&’ continua in(a,b) e se[F )] # 0 in (a,b) allora la curva @ detta liscia o
regolare.

Una curva F si dice regolare a tratti se esistesuidaivisione finita di [a,b]:
a=t, <t <t,<...<t, =b

tale che F risulti regolare in ogni intervallo aper

(to, ). (6t )t )

Se risultaF (a) = F(b) la curva si dice chiusa;
SerisultaF(t,) # F(t,) per ognit,,t, O(a,b) cont, #t, allora la curva si dice semplice.



Curve piane. Una funzione F a valori vettoriali, definita entimua su un intervallt[)a, b] il cui
condominio & un insieme di* & per definizione una curva piana. Se

Ft)=(f,(t) ©.(t)  tOfab]
allora le equazioni
x=1f(t), y=1,(t) tO[ab]

sono dette equazioni parametriche della curvavardabile t & detta parametro della curva.
Generalmente le equazioni parametriche di una quiaraa vengono indicate con

x=x{t), y=y{t)  tO[ab]

e la corrispondente funzione vettoriale con il oedt
r=r(t)=x@®i +y@®j tO[ab]

detto vettore posizione in quanto:
il grafico di una curv@ puo essere pensato come la traiettoria descattangunto materiale in

movimento la cui posizione all'istante individuata dal vettore(t) . Nell’ intervallo di tempo da
at+At la particella si muove dalla posizionft) alla posizione (t + At) e

Ar(t) _r(t+at)-r
Alt) At

& la sua velocita media. Se quanto—. 0 la velocita media ammette limite allora si dice cit)
e differenziabile e tale limite & detto velocitstéintanea) della particella al temtpd vettore
velocita & indicato com(t). La direzione di questo vettore velocita & tangetia curvay nel

puntor (t) e punta nella direzione del moto. Il modulo (lama euclidea) del vettore velocita:
v(t) =|v(t)| , & chiamato velocita scalare. Il vettore chettiéne derivando il vettore velocita &
detto vettore accelerazione e si indica eft):

dv
af) = 20



Esempi
1. Motocircolare

La funzione a valori vettorialF (t) di equazioni parametriche

Xx=acosat y=asinat tD[O,Z—”} ,a>0
w

& una curva chiusa, in quaniq0) = F(Z—ﬂj =(a,0). Osservato che
w

+y?=a?  F(0)=F(a0) ,F(%}jz(o,a)

si evince che il vettore posizione
r =r(t) = acosai + asinadj

specifica la posizione, ( all'istantg, di una particella che si muove su una circariea nel verso
antiorario.

Essendo
dr L .
v(t) = o - eBsinati + aacosa)

e quindi |v(t)| = v({t) =aw# 0 per ogni, segue che la curva & liscia. Inoltre la curvaraice

. (2T NN . .
dato che le funzioni seno e coseno sono wetn{@,l— . La curva non e né chiusa né semplice
w

pert> 0.

Il vettore accelerazione (della particella) é dddtla formula

alt) = % = ~ar(t)

la quale mostra che il vettore accelerazione é seposto al vettore posizione. Pertanto se lo si
pensa applicato alla posizione istantanea dellécpda che si muove lungo la circonferenza, il
vettore accelerazione € sempre diretto verso troatel cerchio. Per questo motivo la suddetta
accelerazione e detta centripeta.

Osservazione

Sianox = x(t), y = y(t) tD[a, b] le equazioni parametriche di una curva regolaeens((a,b)
risulta x'(c) #z0, per esempio<'(c) >0, per il teorema della permanenza del segno asmstatorno
di c contenuto in (a,b) nel quale risuktt) > 0, quindi, in questo intorna(t) & invertibile.



Set =t(x) & lafunzione inversa della funzioe= x(t), nel suddetto intorno risulta
y = yt®] = £ ()
Da cui usando il teorema di derivazione compostattiene

dy _dydt _dy 1 _y
dx dtdx dtdx/dt x

In altre parole, la traiettoria descritta dallavau, (nel suddetto intorno dj, € il grafico di una
funzione di classe€ .
Se poi la curva e di class®’ risulta

R

dx?  \dtdx/dx dt{ x )x (x)°

2. Cicloide
La curva F = F(t) di equazioni parametriche
x = (a(t -sint)),y=a(l-cost) t0[027],a>0

e per definizione un arco di cicloide. Essendo
|F'(t) = 2asin£2 0 in (02n)

segue che F & una curva regolare(027).
Da
x(t)=a(l-cost)>0 in (0,277)

segue che la funzione= x(t) & invertibile in(0,277). Set =t(x) xD[O,Zna] e la corrispondente
inversa, allora la traiettoria descritta da Fgrdfico della funzione

y=y@) = y[t(x)] =all-cost(x) x0O[0,2na]

la cui derivata e
ﬂ:ﬂﬂ: y(t)— sint XD(O,Z]Ta)

dx dtdx x(t) 21-cost




Agli estremi deII’intervaIIo[O,Zna] risulta

dy sint

lim —= = lim = +oo t - 2 =sint) - 0°
x-0"dx x-0"1-cost
H 2
im ¥ = im S — {27 = 1-cosf) 0L - 0
x-2ma X x-27 1—cost 2

Per rappresentare graficamente la funzigref (x) si osservi che risulta
(N.B. t:0-7nex:0-an; t:n-2n - x:an - 2na)

y'(x)>0 in(0,an); y(x)<0 in (am,2am)

d_zy:(gﬂjﬂ :Mi:—;<o
dx* \dt dx)dx (x)> x  a(-cost)®
in(0,277a).

Pertanto il grafico dell’arco di cicloide &




2. Asteroide

La curvag di equazioni parametriche
x=acos't, y=asin’t t1[0,27]
dove a> 0, e per definizione un asteroide.

Essendap(0) = #(277) = (a,0) la curva & chiusa; essenabégj =(0,a) segue che descrive la

corrispondente traiettoria nel verso antiorario.

Da

(t) =3a|sint cost|=0 t=0,£,n,§n,2n
#(t) = 3alsint cos| S

segue che € una curva regolare a tratgie regolare negli intervalli
O,E , LT,IT, 7T,§7T , §71,277
2)\2 2 2
Osservato che |

x(t)=-3asint cogt<0 in (Ogj

segue che la funziorx = acos’t ¢ invertibile in(o,gj .

Siat =t(x) la funzione inversa dk = acos’t, definita ovviamente ir[nO, a] ,
allora

y=y(x) =asin*[t(x)] x0[0a]

e la funzione il cui grafico coincide con la tré&ieia descritta dg quando t varia da 0%.



Essendo ﬂ = ﬂﬂ =Y - —tant t D(O,I—Tj

segue chey = y(x) & decrescente if0,a).
Inoltre da

dx

dzy:d(dyjﬂ:y"x'—y'x" 1
dx* dt

el == — >0
dx (x) 3acos'tsint
segue che la funzione e convessa.

Infine da
lim y'(x) = lim - tant = —co0
X 0" t-»i

2
lim y'(x) = lim — tant = 0

X-a

si evince che il grafico della funziongx) in [O, a] ovvero della curva(t) in [O’—ﬂ e quello in

figura

Per dedurre I'equazione cartesiana della curvasgroi che da

1 1
[EJS =cost [ijg =sint
a a

X13+y23:az3

Segue

da cui si evince che la curva € simmetrica rispagiocartesiani. Pertanto il suo grafico

27. Hypocycloid (astroid),
x=acos'l,
y=asin® {

2 2 t
or x'4y*=a?.




Curve sghembe Una funzione F a valori vettoriali, definita entimua su un intervall([)a, b] il cui
codominio & un insieme dello spazio tridimensioriafeé per definizione una curva sghemba. Se

F(t)=(f,(t) .(t) £.(t)  tOfab]
allora le equazioni
x=f,@), y=f,(t), z=f,(t) tO[ab]

sono dette equazioni parametriche della curvavardabile t & detta parametro della curva.
Generalmente le equazioni parametriche di una ccgliamba vengono indicate con

x=xt), y=yt), z=z() tD[a,b]
e la corrispondente funzione vettoriale con il et

r=r(t) = x(t)i + yt)j + z(t)k  tO[a,b]

detto vettore posizione.

Curve equivalenti e cambiamento di parametro

Siay una curva specificata dalla funzione vettoriale
F=F(t) tO[ab].

Siat = u (r) una funzione a valori reali definita su un intékva[c,d] con derivatau’ sempre
diversa da zero e tale che il codominiaidiia[a,b]. In altre parole:

Dt[][a,b] E!T[][CJj] t=u(r)
Allora la funzione vettoriale definita dall’equan®
G(r)=F[u(r)] r0Olc.d]
ha lo stesso grafico di F. Due funzioni vettoriake G che si trovano tra loro in questa relazione s
dicono equivalenti. Si dice altresi che la funzibrei(r) definisce un cambiamento di parametro.

Si osservi che:

1. seu'(r) & sempre positiva s[n,d] allora F e G percorrong nella stessa direzione;

2. seu'(r) & sempre negativa go,d| allora F e G percorrong in direzioni opposte.



In altre parole il cambiamento di parametrou(r) conserva I'orientamento nel primo caso

(u'(z)>0), e lo inverte nel secondo ca@é(r)<0).

Poiché lungo una curva sono possibili due orientdazie consegue che qualunque
parametrizzazione di una curva determina una dekepossibili orientazioni:quella corrispondente
alla direzione lungo la quale il parametro é crasze

Esempio. L’equazione cartesiana del segmento di estrent)(e,(c, d) :

_n _b-a/
t=h —d_c(r c) r0[cd]

costituisce un esempio di cambiamento di paranateanverte i verso della curya
Infatti quandor varia dacad (r:c - d) il parametro t varia daada (r:b - a).

Lunghezza d'arco ( ascissa curvilinea )
Sia y una curva specificata dall’equazione vettoriale
r=rt)=x(t)i +y(t)j + z{tk tO[ab]

Ser(t) ha derivatav(t) continua e non nulla [a, b], ovvero se la curvg é liscia ( regolare )
allora la lunghezza della curya é data da

L[y]= T|| v(t)|dt = jzv(t)dt

ovvero

b
)= [+ G~ o
In particolare la lunghezza di una curva pianagtiazioney = f (x) dovef & una funzione di classe
c*([a,b]), & data da

b

J' 1+[ £/ (x)J dx

a

Infatti usandox come parametro, risulta
r(x)=xi+ f(x)j xO[ab]

Se s(t) indica la lunghezza di quella parte gliche corrisponde ai valori del parametrdart],
dovea<t<b, allora la funzione

t
st)=[v(r)dr  detta lunghea d’arco o ascissa curvilinea, & derivabile e
a

dr

o= JXZ+(y)+(2)dt &  detto elemento di lunghezza d'arco

ds = v(t)dt = ‘

10



Ne consegue che:

L[y] =Ids

Osservazione

Sia F = F(t) tO[a,b] una curva regolare a tratti e sia
a=t, <t <..<t,=b

una partizione d[a, b] tale che la restrizione di F s[u_l,ti] i =1,...,n, sia un arco di curva
regolare. Indichiamo cop la traiettoria descritta da su [a, b] e cony, quella corrispondente
allintervallo [ti_l,ti] i=1..,n.

Allora

J;dszzn: Ids

i=1 %
poiché l'integrale (come sara dimostrato nel pafaguccessivo)

J'ds i=12,...n
Vi

e indipendente dalla rappresentazione parametnieaescrivey, ne consegue che per il calcolo

degli integrali precedenti possiamo considerareoger y; la rappresentazione parametrica piu

conveniente.
Un modo naturale di parametrizzare una curva ligceaquello di considerare come parametro la

lunghezza d’arce misurata da qualche punto particolargydiletto punto iniziale. Piu
precisamente: supponiamo che una curva regolaspsaficata in funzione di un parametro
arbitrariot dall’equazioner = r(t) tD[a, b]. Supponiamo inoltre che la lunghezza d’arco abbia
come punto iniziale?, =r(t,) t,O [a, b] . Allora se la lunghezza misurata lungo la cupvda P, al

punto genericd® =r(r), data da

dr
dr

s=s(t):j

t
dr = jv(r) dr
to

puo essere calcolata esplicitamente e se I’equazs'ems(t) puo essere risolta esplicitamente
rispetto &, t = t(s), allora la curva puo essere riparametrizzata meéelia lunghezza d’arco
sostituenda =t(s) nella parametrizzazione originale ottenendo

rx=r[t(s)]=r*(s)

dovesvaria in un intervallo di lunghezzaessendad la lunghezza della curva considerata.

11



Piu precisamentsD[Ll, Lz] dove
L = Iv(r)dr L, = Iv(r)dr

In particolare se il punto iniziale coincide compilmo estremo dell'intervallo in cui vartecioe se e
t, =a allora SD[O, L]. Da

t

s=s(t)= jv(r)dr

to

segue che qualunque sia il parametro risulta

ds _
o vit)

pertanto se il parametro & la lunghezza d'arcisulta v(s) =1.

In altre parole:

una curvar* =r * (s) =r[t(s)] parametrizzata in funzione della lunghezza d'aepercorsa con
velocita unitaria. Infatti

ol

ds |

dr

hall 1—1
dt

ik

dr* _drdt_dr 1
_—- =
ds dtds dtvt) ‘

Esempi
Calcolare la lunghezza dell’arco delle seguentveur

1. arco di circonferenza:
x=acodt) y=asinl) O0<t<d

2. arco di cicloide:
x=a(t-sin(t)), y=a(l-codt)) Ost<2mr

3. primo anello dell'elica circolare:
x=acodt) y=asinlt), z=bt O<t<2m

4. dell'asteroide
x=acos(t), y=asin’(t), Osts<2rm

12



Abbiamo
i)
2
L= j add =asd
0

da cui: la lunghezzadi un arco di circonferenza di raggim con angolo al centr§ e dato
das=pfd

i )

J'Za

0

L

sm( j‘dt = 2ajsm( t jdt =8a
2 2

. t
dove si e tenuto conto del fatto che 3 <7 quando0<t<2n.

ii )
L= [ b = 2o e o7
v ) essendo
(dsf = (x ) +(y) :(asm( )cog(t)f +(3acodt)sin?(t)f =
=9a?sin’(t)co<(t ( t) + sin( t)
segue

2

L= J'3asm t)cogt)dt = 4(3;j 6a

Per calcolare la lunghezza di una cupvapecificata dall’'equazione polage= ,0(19), J<I<S,
osservato che le equazioni parametriche della cyrviapetto al parametrd sono

= p(@)cods) y=p(d)sin(8) S <I<3,
derivando le equazioni precedenti rispettdasi ottiene:
T = p'(9)cosd - p(I)singd

Rl '(9)sing + p(9)cossd

da cui
(ﬁf +(ﬂj2 =p*+(p) dove p=p(8) e p=p()
dg dg
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Quindi

Esempio

Calcolare la lunghezza della cardioige= a(1+sing), 0<d<2m
Essendoo’ = acosd, abbiamo

2 2
L= aj'«/2+ 2sing d9 = 24/2a j\/1+sinz9 ds
0

_7-1/2

da cui, essendo

/2 /2
j\/2+ 2sind dd = 24/2a j\/1+ sind dd
-2 -2

Segue che b = 8a.
Esempio
Riparametrizzare I'arco di cicloidp
x=alt-sint) y=all-cost) 0Os<t<2m
rispetto al parametro d’aracon punto inizialg0,0).

A tale scopo calcoliamo
t

t

T

s=slt)=|vir)dr =2a|sin—dr

()= v(r)ar =2a]sing
da cui

t . t S

s=4a—-4acos— dacui cos—=1-—

2 2 4a

Ora riscriviamo I'equazione precedente rispetto a t
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Osservato ch@<t < 2nimplica 0<t/2< 77, abbiamo

t=2ar co{l—ij ovviamente 0< arcos(l—ijs Vs
4a 4a
Si osservi che d@< s<8a segue che-1< 1—4—Sa <1.
Essendo
2
17cost - ogl=f1-3
2 2 4a
da quando precede, si evince
. t S
i) cost:2co§——1:2(1——j—1.
2 da
y2 2 Y2
i) sint= 2sint cost = 2{1-cog L cost =2/ 1-[1--> -2
2 2 2 2 da da
quindi
2 Y2
X =2aar co 1—i —2all- 1—i 1—i
4a 4a 4a
s ) s )
y:a{l—z(l——j +1}:2a{1—(1——j } 0<s<8a
4a 4a
Oppure da:
t=t(s): 2ar co{l—ij
4a
segue che

sy - wonfie g Joorenfi- )

et



Quindi

2 Y2
x:2aarco{1—ij—2a|:1—(1—ij } (l—ij
4a 4a 4a
s\ s\
y:a{l—z(l——j +1}=2a{1—(1——j } O0<s<8a
4a 4a
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