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EQUAZIONI DIFFERENZIALL

Le equazioni differenziali appartengono ad una classe di equazioni in cui I incognita &
una funzione ( scalare o vettoriale). Tali equazioni sono dette equazioni funzionali.
Questi tipi di equazioni si incontrano spesso in fisica, in chimica, in biologia, in economia

ed in altre scienze e costituiscono un "modello matematico” di un determinato problema .
Equazioni differenziali ordinarie del primo ordine.

Definizione 1.
Un' equazione differenziale ordinaria (e. d. o.) del primo ordine & un' equazione che
stabilisce una relazione tra una variabile indipendente t, una funzione incognita x = x(t)

- e ]a sua derivata x'(t), in altre parole & una relazione del tipo '

OF F(t, x,x) = 0.
In'pa.rti.colare un' equazione differenziale del tipo
2) x'=1(t, x)

& detta equazione differenziale del primo ordine in forma normale.

Definizione 2. _

Si chiamia soluzione o integrale di una e. d. 0. una funzione x = x(t) che, sostituita nella

eguazione differenziale, la trasforma in una identita.

La condizione che la funzione x = x(t) assuma il valore xq in tg & detta condizione

iniziale. Una funzione x = h(t, c¢) che dipende da un paramétro c € R e che verifica le

condizioni seguenti: '

i) soddisfa 1' e. d. qualunque sia il valore assunto dalla costante c;

ii) qualunque sia Ja condizione iniziale vi & un solo valore di ¢ tale che la funzione h(t, c)

soddisfi la condizione iniziale;

& per definizione la soluzione generale deli' e. d..’

Cercando la soluzione di un' equazione differenziale, veniamo spesso a trovarci di fronte

ad una relazione del tipo H(t, x, ¢) = 0. Tuttavia, a partire dalla relazione precedente, non

& sempre possibile esprimere x tramite funzioni elementari; in tal caso, I' equazione
H(t,x,c) =0

rappresenta la soluzione generale in forma implicita ed & detta integrale generale

dell' e. d.

Ogni funzione che si ottiene dalla soluzione generale assegnando un valore a ¢ & detta

soluzione particolare.

Da un punto di vista geometrico |' integrale generale rappresenta una famiglia di curve

piane che dipendono dal parametro c. Queste curve si chiamano curve integrali dell' e. d.

data e ogni curva di questa famiglia corrisponde ad un integrale particolare.
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Il problema di determinare la soluzione dell' e, d. o. (in forma normale)
x' = f(t,x)

che soddisfa la condizione iniziale
X(t{]) =Xp

€ detto problema di Cauchy.

Supponiahlo che f(tx) sia una funzione continua di (t,x) nel rettangolo
R={(tx):1t-tg] < a; Ix-x9l < b}

Osserviamo che se x = x(t) & una soluzione del problema di Cauchy , definita in un

intorno di tg

I={t:It-tgl <8 <a}
dal teorema di continuita sulle funzioni composte segue che F(t) = f(t,x(t)) & una funzione
continua e quindi integrabile su [, Inoltre &

A :
x(t) = xg + fto f(s,x(s)ds te I._

Cosl, ogni soluzione del problema di Cauchy & soluzione dell' equazione integrale (di
Volterra) precedente.
Viceversa, se X = x(t) & una soluzione continua déll' equazione inte grale

x(t) = xq + f; fs,x(s)ds tel

allora essendo f(t,x(t)) continua su I, la funzione integrale & derivabile con

x'(t) = f(t,x)
inoltre & x(t) = x¢. In altre parole sussiste |a seguente

Proposizione 1.
Una funzione x = x(t) con t €1, & soluzione del problema di Cauchy
X(t) = f(t%) ; X(to) = xg
se e solo se & soluzione dell' equazione integrale (di Volterra)
t
x(t) = xg +fto f(s,x(s))ds tel

Sussiste il seguente
Teorema 1(di esistenza ed unicitd).
Se f(t,x) & una funzione continua di (t,x) nel rettangolo
R={(tx): It-tgl < a,lx-x51l < b}

e se esiste una costante L 0 tale che .
4) . H(tx) -f(ty) I<sLlx-yl V¥ (tx)e(ty) €R
allora, esiste un' unica soluzione x = x(t) del problema di Cauchy

' x'(t) =1(tx) ; x(tg) = xq
definita nell' intervallo

P2

= PR, B



LY Sl 2lla U0

3

-I 'b . .
It-tpl = d = mm{a, -}T{-} dove M=max {If(tx)I:(tx) ER }."

Inoltre x(t) & il limite uniforme della successione

t
X =x%p, Xpt)=x%p +J'L0 £(s,%5.1(s)) ds lt-tgl < 8,n % T

Osservazioni.

1. La condizione (4) & notd come condizione di Lipschitz di f(t,x) rispétto ad x.

In particolare la (4) & verificata se la derivata 9f/dx esiste ed & limitata su R.

Infatti applicando il teorema del valor medio a f(t,x) nei punti (t,x) e (t,y) ER risulta

f(6.5) - f(ty) = j—i(t,a) s )

dove E & compreso tra x ed y. Da cui, se poniamo’ L = sup | 8f/6x | in R, segue la (4).

2. La successione delle approssimazioni successive
xo(0) = X0, Xn(0)=Xo +_|':0 fs,xy. () ds It-tol < 8,02 1.
. & una successione di funzioni continue il cui grafico & contenuto in R.
Infatti la funzione | ' .
xy(t) = Xg + f; f(s,xg)ds te[tg-2, tp+al
& continua, inoltre per 0 < 0 < a, risulta

l .
Ixi(8) - Xo 15 | 1165,x0) 1ds | < Mlt-tol < MB.

Pertanto se supponiamo 0 <& <b/M, in particolare 0 =min (a,b/M) &
I xy(t) - %o I=D Vtel=[tg-9, to+90].
In altre parole, per & = min(a,b/M), risulta
¢t x () ER Vte]
e quindi esiste
f((e, x4(t)) viel
Procedendo come sopra si deduce che la funzione
x,(t) =Xy +J’:0 f(s,x,(s))ds
& continua e che
|x,(f) -x, I<sb  VYtEJ ovvero t, xo(t)) R Vitel]
e quindi esiste |
f((t, x5(t)) Vtel

Infine per induzione su n si evince 1' asserto:

Ix,(t)-x,1<b Vte] ovvero (Lx,()ER Vtele Vnzl



Dimostrazione (del teorema 1).
Per dimostrare che la successione

Xot)=%Xg, X,(t)=xg +f; f(s,xp.1(s)) ds It-tyl <d,n 21

converge uniformemente in J, scriviamo ogni termine come somma telescopica:
X1 H)=xg + (X]_(t) - Xo)
X2(t) = X + (X1 () - Xg) + (x2(D) - x1(1))

................... e
Xp(t)=xg + kED[Xk+l(t) - X ()]

R T T

e vcriﬁc.himo che la serie
n-1
2 [xk+1(t) = xk(t)]
K=o

converge uniformrmente su J.
A tale scopo non ¢& difficile verificare che per induzione risulta

: = k+1 k+1
]Xk_l_](t)-Xk(t)l = ‘L—d' LL+1 .l...!'_....._tg..l.._..._. < .h_‘i .(_L:_a.)_

L (k + I} L &+ I
Poiché la serie _
w (L 5) k+1
kzo k + D!

converge, ne consegue (criterio di Weierstrass) che la serie di funzioni continue su J
n-1
E [xe 41 (1) - x, (D]
K=0

converge uniformemente su J ad una funzione continua x(t).
Per completare la dimostrazione dobbiamo dimostrare che

fig f6%n. (5 ds = [, fs.x(s) ds.

A tale scopo e sufficiente verificare che
xp () — x(t) = f(t, x, () — £(t,x(t) su J,
u : u

Hillr=iana ¢ VilSei la gelig iz

Essendo f uniformemente continua su R, in corrispondenza di £ > 0 esiste 11> 0 tale che

Ix-yl<m = If(tx)-fty)I<e VtE],
d' altra parte in corrispondenza di 1 esiste N> O tale che
IXp()-x(t) < VteJen>N
quindi :
Lt x, () -f(tx(t) I<e Vte]en>N.

Per dimostrare che
. t
x(t) = ,.hf.nm X0 +f[0 fs,xq.1(s)) ds It-tpl<d
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¢ I' unica soluzione del problema di Cauchy
x(t) = f(t.X) ; x(to) = Xo
procediamo come segue. Sia z =z(t) una funzione continua in [Xq - 8,Xp+ 8] =] tale

che
| Z(t) - xo | b per ogni t appartenente a J

!
zZ(t)=x, + f JTs,2(8)1ds.
;W
Ovviamente & z(f,) = x,.Essendo per ogni t appartenente a J
| Z(t) -Xp I<b

120) - x@) | =

f IfTs, 2(5)] - fls.x,] | ds

!
sL | flz(s)- x, lds| = bLIt -t, |
b
e per induzibne sun
- n
12(1) - x,() | = bL” '—-t# =k (L‘?
n.

segue che s
lim |z(7) - x,(t)| = 0 ovvero lm . X, (D)= z(1)

n—=e

da cui, per I' unicita del limite, risulta z(t) = x(t) per ogni tin J= [xq -6, x'o + 6] .
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Equazioni differenziali lineari del primo ordine. el Olh) @

Un' equazione differenziale lineare del primo ordine € un' e. d. che & lineare rispetto alla
funzione incognita x = x(t) e alla sua derivata x' = x'(t). La forma pil generale &

(5) a(t) x' + b(t) x = g(t)

dove a(t), b(t) e g(t) sono funzioni assegnate e definite su un intervallo I = (c,p).

Se g(t) = O sulI' equazione (5) & detta omogenea altrimenti & detta non omogenea.
Inoltre se su f ¢ a(t) =0, I' equazione (35) diventa

(6) x' + p(t) x = q(t)

dove p(t) = b(t)/a(t) e q(t) = g(t)/a(t).

Teorema 2.
Se le funzioni p(t) e q(t) e quindi a(t), b(t) e g(t) sono continue in [a,b] © I = (a,B),
allora il problema di Cauchy
X'=-pt) x+q(t), x(tg) = xo dove tg € [a,b]l e xy e R
ha un' unica soluzione.
Dimostrazione.
La funzione f(t,x) = - p(t) X + q(t) soddisfa le ipotesi del teorema 1 in R = [a,b] xIF.

Infatti & 1vi continua inoltre &
df

ax
Dal teorema 2 segue che in particolare il problema di Cauchy
x'=-p(t) x, x(tn) =0

ha per soluzione la soluzione banale x = x(t)=0 Vt& (a.p).

< max(lp(t)l: te[ab]).

In altre parole :

ogni soluzione dell' e. d. lineare omogenea, diversa da quella banale, non si annulla in I.
Premesso cid per determinare |' integrale generale dell’ e. d. lineare ed omogenea

g x'=-p(t) x

procediamo come segue.

Dividiamo ambo i membri dell' equazione per x, si ottiene

1

— = - p(v)
X

da cui

lnlx(t)lz-f'p(t)dt +cy .

Ne consegue che
|x(t)exp f p(t) dt l —e "l



segue che |' integrale generale dell'e.d. x'+p(t)x=0 ¢

%t = cexp(-fp(t)dt] .

Per determinare la soluzione del problema di Cauchy
x'=-p(Ox, x(t)) =X,

si pud procedere in due modi
1) calcolata la soluzione generale x = h(t,c), per determinare la soluzione corrispondente al
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X+ plox = q(t) 3 wlt,) ="x, .
Se poniamo

d
o= o + p(HI, dove I &1’ operatore identico

A: Clta.p) = Ca.B)

il problema di determinare |' integrale generale dell’ e. d.

X'+ptx=0
¢ equivalente a quello di determinare il nucleo N(A) dell' operatore (ovviamente) lineare A:
il problema di determinare la soluzione generale dell' e. d.

X'+ p(t)x = q(t)
& equivalente a quello di determinare la controimmagine di q € C( o, p).
Infine si osservi che
1) N(A) & uno spazio vettoriale unidimensionale:

i) I' integrale generale dell' e. d. lineare non omogenea
|
%)= exp(— fp(t)dt)U'p (t)q(t)dt + cJ
coerentemente con un noto teorema di algebra lineare, & dato dalla somma della soluzione

generalle dell' e. d. omogenea ( Ax =0 ) e di una soluzione particolare dell' e. d. non

omogenea (Ax = q).



Teorema (di esistenza ed unicita).
Siano p = p(t) e q = q(t) due funzioni continue in (o,B) e sia to € (a,p). Allora esiste una

ed una sola funzione y = y(t) che soddisfa |' e.d.

(1) Llyl=y" + p(t)y' + q(t)y =0
e la condizione iniziale
(2) yto) =yo € y(p)=yq -

[n particolare ' unica soluzione che soddisfa |' e.d. (1) con la condizione iniziale
y(tg) =y'(t)) =0
¢ la funzione identicamente nulla. Ne consegue che
Lly] =0 e y(ty) =y'(ty) =0 per qualche ty € (a.f) = y(t) =0 Vte (a.B).

Osservato che I' operatore differenziale
Llyl =y" + p(t)y' + q(t)y
definito sullo spazio vettoriale delle funzioni di classe = (a,f3) € lineare, in quanto &
LIy, + 2l = Lly; | + Lly,] e Likyl =kLly] Vy, y,eyeC (a,p) eV ke R
segue che il problema di determinare le soluzioni dell' e.d.
Liyl =y" + p(t)y' + q(t)y = 0
consiste nel problema di determinare il nucleo N(L) dell' operatore L.

Il nostro scopo € quello di dimostrare che N(L) & uno spazio vettoriale bidimensionale.
A tale scopo premettiamo le seguenti definizioni.

Definizione 1.
Siano y, e y, due funzioni definite in un intervallo I ed ivi non identicamente nulle. Si

dice che y, e y, sono 1.d. se esistono due costanti ¢, e ¢, € -{0} tali che
iy () +coy(t) =0 Viel.

Diversamente si dice che y; e y, sono L.i.. In altre parole se y, e y, sono L.i. allora

Cy() +cry5(t) =0 ViE]l < ¢;=¢c, =0.
Si osservi che y; e y, sonol. d. se e solo se esiste una costante c = 0 tale che

Yy =cy, oppurey, =cy, Vtel

Definizione 2.
Siano y, e y, due funzioni definite e derivabili in un intervallo I = (ct.B). Il Wronskiano
diy, ey, siindica con W(t) = W[y,,y,1(t) ed & definito come segue
J1 ¥

W(t) = Wly,ylt) = I VoW ’ = YOyt - yit)yLt)
1 Y2

Dalla definizione 2 segue il seguente

Teorema.

- q N
Sey,ey,sonol.d ovveroy, =cy,inlese y, ey, eC7(I), alloraé



Teorema.
Siano y, e y, due soluzioni non identicamente nulle dell' e. d.

LIyl(t) = y" + p(t)y' + q(t)y =0 te(a.p), peqeCla,p).
DW+p(OW=0 te(ap)
i) W) =0 Vte(a,p) oppure W(t) 20 V tE (a.p);
i) W(t) =0 in tE (a,f) = y, ey, sonol.d..
Dimostrazione.
1) E'

W)= [ y,ys - yiya | = yws - vy
12+32 L3 2 | o

Da cui tenuto presente che per ipotesi &
yi =-pOy; -q)y, e yi=-pOy; -qb)y,
st deduce che W' = - p(t)W ovvero |' asserto.

i1) Essendo perla i)
( (
W(t) = W(ty) exp \—J:O p(s) ds)

st deduce che se in qualche punto t; € (o) ¢ W(ty) =0 allora e W(t) =0V te (a.P),
se in qualche punto ty € (a,B) & W(ty) = 0 allora & W(t) = 0 V t & (a.p).
iii) Se ¢ W(t) = 0, segue che qualunque sia ty € (o) il sistema omogeneo
¥(to) = ¢1y,(th)+ c2y,(ty) =0
y'(tg) = €1 1 (tg)+ e, (tg) = 0
ha una soluzione ¢, =a e ¢, =b diversa da quella banale. Sia
y =h(t) =ay (t) + by,(t) te(a,p).
Essendo y = y(t) =0 e y =h(t) due soluzione del problema di Cauchy
y" +p(Dy' + q(t)y =0 te(a,p), peqeCla,p)
¥(tg) =0  y'(t) =0
dal teorema di esistenza ed unicita segue che
h(t) = ay,(t) + by»(t) =0 te(a,p)
e |' unica soluzione del problema di Cauchy precedente. Infineda lal+[1bl=0eda
yieys Li e ay(t) +by(t) =0 Vte(ap) = c;=c,=0
st deduce che y, e y, sono I. d..
Corollario.
Due soluzioni y, ey, dell' e. d.
Liyl(t) =y" + p(t)y' + q(t)y =0 te(a,p). peqeCla,p).
sono 1. d. se e solo se W(t) =0 in (a.p).

Equivalentemente
Due soluzioni y, e y, dell' e. d.

F Fee¥5ER s el 0 awilfa%e¥ o codiu™Nos M e e FRR Y ns
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Teorema (fondamentale).
Siano y, e y, due soluzioni . i. dell' e. d.

LIyl(t) =y" + p(D)y' + q(t)y =0 te(a.p), peqeCa,p). (3)
Allora ¥V y & N(L) sono univocamente determinate due costanti C| € ¢, tali che
Yy =y (D+ coys(h).
In altre parole due soluzioni 1. 1. dell' e. d. (3) costituiscono una base per N(L).
Dimostrazione.
Sia y € N(L) cioe supponiamo che L[y] = 0. Sia t, € (o) e poniamo
Yo =Y(ty) e ¥i(ts) = y'(ty).
Premesso ci0 osserviamo che il sistema sistema lineare non omogeneo
e (1) + eava(ty) =¥y
¢V (fg) + eava(ty) = g
ha un unica soluzione c; e ¢, in quanto il corrispondente determinante dei cefficienti W(t,) &
per ipotesi diverso da zero. Sia :
D(t) = ¢y (1) + coy(t)
dove c, e ¢, & la soluzione del sistema precedente. Essendo
LI®I) =0, D(ty) =yg e D'(t)) = v e LIyl(t) =0, yo=y(tg) e y,=y'(ty)
segue che y(t) e ®(t) soddisfano la stessa equazione differenziale e le stesse condizioni
iniziali, quindi per il teorema di esistenza ed unicita &
D(t) = y(t) = ¢y, () + coy5(t) .
Poiché ogni soluzione dell' equazione L[y] = O si pud esprimere in modo univoco come

>§ combinazione liniare di due soluzioni 1. i. ne consegue che la dimensione di N(L) & 2.



Equazioni differenziali lineari non omogenee.

[ncominciamo ad esaminare il caso (pit semplice) in cui f sia una funzione costante su J :

f(th=k Vtel.

Sia _
(1) ay"+by'+cy=k
E' evidente che
1)nelcasoincuiéc=0

k

Y= -
C

¢ una soluzione dell' equazione differenziale (1).

i)nelcasoincuiec=0eb=0
Y=

€ una soluzione dell' equazione differenziale (1).
i) nelcasoincuiec=0.b=0
K 2
=—t
2a

¢ una soluzione dell' equazione differenziale (1). In questo caso per determinare la

y'

soluzione generale dell' e. d. & pill conveviente integrare due volte I' equazione
ay"=k.
Consideriamo il caso in cui
flh=ke* Vte] eVaeR- {0}

In questo caso non ¢ difficile verificare che la sostituzione y = v(t) e trasforma I' e. d.

ay"+by'+cy=ke*
nell' e. d.

(2) | av"+ (a0 +b) v'+ (aa? + bo + ¢) v = k.

Pertanto y = v(t) e®t & una soluzione particolare dell' e. d.

ay"+by'+cy=ke*
se v :,v(t') e una soluzione particolare dell' . d.

av"-&(2301+b)v’+(aot2 +ba+c)v=k

Si1 osservi, che
(ao'.2 + ba + é) ¢ il valore che il polinomio caratteristico p(k) = ak2 +bk+cperk=a,

(2act + b) e il valore che p'(k) assume perk = o

Ora consideriamo il seguente

Problema 1.
Sia



W) =P(t) = Ay + Ajt.
Soluzione.
Sostituendo P(t) nell' e. d. (3) si ottiene
CAg+bA; +cAt= ay+ ajt.
Supponiamo ¢ = 0. In questo caso, tenuto presente il principio di identita dei polinomi, si
deduce che la relazione precedente & vera se
cA|= a; e cAy+bA, = a,
Quindi nel caso in cui & ¢ # 0, la funzione
Pl =Pi(t) = Ay + Ayt
dove Aj e A sono soluzioni del sistema lineare precedente, & una soluzione particolare
dell' e. d. (3).
Nel caso in cui & ¢ = 0, per ovviare la relazione assurda :
polinomio di grado zero = polinomio di primo grado
€ naturale verificare se
Y(t) =Pty = Agt + A 12
€ una soluzione particolare dell’ e. d. (3). Sostituendo y(t) nell' e. d. (3) si ottiene
2aA; + bAj + 2bAt= ay + at.
Supponiamo b = 0. In questo caso, tenuto presente il principio di identita dei polinomi. si
deduce che la relazione precedente & vera se
2bA| = a; e 2aA;| +bA, = a,.
Quindi nel casoincui éc=0e b =0, la funzione
YO =t Py () = At + A 12
dove Ay e A sono soluzioni del sistema lineare precedente & una soluzione particolare
dell' e. d. (3).
Se ¢ c=0e b =0, procedendo come prima si deduce che
Yit) = 2P (1) = A2+ A 83
€ una soluzione particolare dell' e.d. (3).
Riassumendo
Assegnata |' e.d.
Liyl =ay" + by' + cy = p;(t) = a5 + a;t
esiste un polinomio
Pi()=Aqy+ At
tale che la funzione
P,(t) Be-1 # 0
P(t) = tP(t) see=0eb=0
2 P, (1) see=b=0
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Nota bene: i coefficienti di P, (t) si ottegono sostituendo P, (t) nell' e.d. L|v] = fia 1),

Analogamente si dimostra la

Proposizione 3.
Assegnata |' e.d.
Llyl=ay" +by' + cy = p,(t) el = (ay + ajt + ... + a M el®t &R
esiste un polinomio
Pa(t)=Ay+At+ ...+ A D

tale che la funzione

P_ (t)e'®! se a(io)? + bio+ c= 0

P(t) =

t P, (t)e ML se a(iw)? + biw+ c=0

¢ una soluzione particolare dell' e.d.
Lly] = p, (1) e'®".

[ coefficienti di P (t) si ottegono sostituendo P,(t) nell' e.d. L[v] = p,(t) ottenuta
sostituendo

¥ = v(t) '

nell' e. e. data. Inltre, la proposizione 3 resta valida se si sostituisce iw con w € C.

Osservato che se (t) = u(t) +iv(t) & una soluzione dell’ e.d.
L[y} = h(t) + ik(t)
nisulta
Llul =L[Re ())(t) =h(t) e L[v]=L[{Im (y)](t) = k(t)
si deduce che se y(t) & una soluzione dell' e.d.
Lyl = p, (1) ei{m = p,(t)(cos wt +isinwt) conw&ER,
allora
Re () @ una soluzione particolare dell' e.d. L[y] = p, (t) cos wt,
- Im (y) € una soluzione particolare dell' e.d. L[y]= p,(t) sin ot.
[n altre parole, il calcolo di una soluzione particolare dell' e.d.
LIyl = p,(t) cos wt oppure Liyl= p,(t) sin wt
¢ ricondotto al calcolo di una soluzione particolare dell' e.d.
LIyl = p. (9 eimt_
Analogamente il calcolo di una soluzione particolare dell' e.d.
Llyl= p, () e™ cos wt oppure L[y]= p, (O e“sinat aER
° ricondotto al calcolo di una soluzione particolare dell' e.d.
] LIyl = p, () eateiwt ~ b () e((x + im)t‘



