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DERIVATE PARZIALI 
 
1. DEFINIZIONE 
 
Le derivate parziali prime di una funzione  rispetto alle variabili  x e y sono le funzioni 

 e date da 
),( yxf
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a condizione che tali limiti esistano. 
 
 
Si osservi che  è proprio la derivata prima di  considerata come funzione solo di x, 
interpretando y come un parametro costante. 

),(1 yxfD ),( yxf

In modo analogo la funzione  è la derivata prima di  considerata come funzione 
solo di y, cioè con x tenuto fisso. 

),(2 yxfD ),( yxf

 
Gli indici “1” e “2” usati per la notazione delle derivate parziali specificano la “prima” variabile e la 
“seconda” variabile di f. 
 
La derivata parziale  misura la rapidità di variazione di rispetto a x nel punto (a,b),  
mentre y  è mantenuto  fisso uguale a b. In termini grafici la superficie z =  interseca il piano 
verticale y = b lungo una curva. Se prendiamo come assi coordinati del piano y = b la retta 
orizzontale e la retta verticale passanti per il punto (0, b, 0), allora l’equazione della curva è z = 

 e la sua pendenza in x = a è . (vedi  figura 1) 

),(1 bafD ),( yxf
),( yxf

),( bxf ),(1 bafD
Analogamente  rappresenta la rapidità di variazione di f rispetto a y in y = b nel punto 
(a,b) mentre x è mantenuto costante uguale ad a. La superficie  z =  interseca il piano 
verticale x = a lungo una curva z =  la cui pendenza in y = b è . (vedi figura 1) 

),(2 bafD
),( yxf

),( yaf ),(2 bafD
 
 

 
Figura 1 
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Notazioni delle derivate parziali prime 
 
Per indicare le derivate parziali prime di  z =  si possono usare varie notazioni:  ),( yxf
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z
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Il simbolo “ xz ∂∂  ” si legge  “derivata parziale di z rispetto a x. ” 
 
I valori delle derivate parziali in un punto particolare (a, b) sono indicati in modo simile: 
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Tutte le regole standard di derivazione delle somme, prodotti, reciproci e quozienti di funzioni di 
una variabile continuano a valere per le derivate parziali. 
  
 
 
Esempio 1.1 
Se:  
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Esempio 1.2  
Determinare ∂z/∂x e ∂z/∂y dove . )sin( 34 xyxz =
 
Svolgimento: 
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Esempio 1.3  
Supponiamo che un punto Q si muova lungo l’intersezione della sfera  con il 
piano x = 2. A che velocità sta variando z rispetto a y quando il punto si trova nella posizione 
P(2,1,2)? 

9zyx 222 =++

 

 
Figura 2 

 
 
 
Svolgimento: 
 
Dato che la coordinata z del punto P(2,1,2) è positiva, questo punto giace sulla semisfera superiore: 

22 yx1z −−= , 
e dunque per ogni valore fissato di x, la rapidità di variazione di z rispetto a y sulla semisfera 
superiore è: 

.
yx9

y])yx9[(
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z
22

2/122

−−
−=−−

∂
∂

=
∂
∂  

In particolare, se x = 2 (vedi figura 2), allora dall’equazione appena trovata segue che la rapidità di 
variazione di z rispetto a y nel punto P è: 

.2/1
y
z

)1,2(

−=
∂
∂  

 
Il successivo esempio mostra che l’esistenza delle derivate parziali non implica la continuità. 
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Esempio 1.4 
 
La funzione 
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è discontinua in , ma ha derivate parziali in ( 0,0 ( )0,0 ; queste derivate sono ( ) 00,0 =xf  e 

. La discontinuità è nota; i valori delle derivate parziali nel punto  si ottengono 
utilizzando la definizione ed osservando che 

( ) 00,0 =yf ( 0,0 )
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2. DERIVATE PARZIALI DI ORDINE SUPERIORE AL PRIMO 
 
Dal momento che le derivate parziali xf ∂∂  e yf ∂∂  sono funzioni delle variabili x e y, ognuna di 
esse può avere derivate parziali. Ciò dà origine a quattro possibili derivate parziali seconde di f , 
che sono così definite: 
 

• derivate parziali seconde pure, rispetto a x o a y, 
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• derivate parziali seconde miste, rispetto a x e y,  
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Si osservi che  indica che si deve derivare prima rispetto ad y oppure rispetto alla 
seconda variabile e dopo rispetto a x oppure rispetto alla prima variabile. indica l’ordine 
di derivazione opposto. 

fDf yx 21=

fDf xy 12=

 
Analogamente, se , allora: ),,( zyxfw =
 

),,(),,( 2212

3

zyxfDzyxf
y
w

yxyx
w

yyx ==
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂∂
∂  

 
  
 
Esempio 2.1  
Tenuto conto dell’esempio 1.1 si ha: 
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Nell’esempio precedente si constata che le due derivate parziali miste rispetto alle stesse variabili, 
ma in ordine diverso, sono uguali. Questo risultato non è fortuito, ma si verifica tutte le volte che le 
derivate parziali implicate sono continue. Il teorema seguente enuncia in modo preciso questa 
importante proprietà, più precisamente fornisce una condizione sufficiente per l’uguaglianza delle 
derivate parziali miste. 
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TEOREMA 2.1 
 
Sia f un campo scalare tale che le derivate parziali  

fDfDfDfD 211221 ,,,  
esistono in un aperto Ω  del piano xy. Se (a, b) è un punto di Ω  in cui e sono continue 
allora  

fD12 fD21

( ) ( )bafDbafD ,, 2112 = . 
 
L’esempio che segue mostra che se una funzione ( )yxf ,  a valori reali ha le due derivate parziali 
miste 
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queste non sono necessariamente uguali. 
 
 

 
Esempio 2.2  
Per la funzione  
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essendo  
( ) hhfD =0,2    e   ( ) 00,02 =fD  

 
segue che ; analogamente si ha ( ) 10,021 =fD ( ) 10,012 −=fD . 
Nell’esempio ora considerato, per il teorema precedente, entrambe le derivate parziali miste  e 

non sono continue nell’origine. 
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Scambiando x con y in –D1 f(x,y) si ottiene: 
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Per derivazioni successive, possiamo ottenere derivate parziali terze oppure derivate parziali di 
ordine superiore. Alcune possibilità sono: 
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Derivate parziali di ordine superiore al primo possono essere denotate in modo più compatto tramite 
la notazione con pedice. Ad esempio:  
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Solitamente le parentesi si omettono e si scrive semplicemente: 
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Notare che nella notazione “∂” la sequenza delle differenziazioni è ottenuta leggendo da destra 
verso sinistra, mentre nella notazione con pedice essa è da sinistra verso destra. Ulteriori esempi 
sono: 
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3. DERIVATE PARZIALI DI FUNZIONI DI PIƯ DI DUE VARIABILI 
 
Per una funzione  di tre variabili, ci sono tre derivate parziali: ( zyxf ,, )

( ) ( ) ( ).,,,,,,,, zyxfzyxfzyxf zyx  

La derivata parziale  si calcola considerando y e z costanti e differenziando rispetto ad x. Per  
le variabili x e z sono considerate costanti, mentre per  le variabili x e y sono considerate costanti. 
Se è usata una variabile dipendente w: 

xf yf

zf

( )zyxfw ,,=  
allora le tre derivate parziali di f possono essere denotate da: 
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In generale, se  è una funzione di n variabili, ci sono n derivate parziali di f, 
ognuna delle quali si ottiene considerando costanti n-1 di queste variabili e differenziando la 
funzione f rispetto alla variabile rimanente. Se 

( nf ννν ,.....,, 21 )

( )nfw ννν= ,.....,, 21 , allora queste derivate parziali 
sono denotate da: 
 

,,........,,
21 n
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ν∂
∂

ν∂
∂

ν∂
∂  dove iw ν∂∂  si ottiene considerando fisse tutte le variabili eccetto iν  e 

differenziando rispetto a iν . 
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Svolgimento:                        
 
Per ogni i= 1,2,….,n si ottiene: 
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4. DEFINIZIONE 
 
In ogni punto dove le derivate parziali prime della funzione esistono, il vettore 
gradiente è definito mediante la relazione  

),( yx ),( yxf
),( yxf∇

 
),( yxf∇ =  grad ),(),( 1 yxfyxf = i ( )yxf ,2+ j 

 
Ricordiamo che i e j indicano i vettori unitari della base standard che collegano l’origine 
rispettivamente con i punti (1,0) e (0,1). Il simbolo∇ chiamato del o nabla, è un operatore 
differenziale vettoriale: 
 

=∇ i
x∂
∂ + j

y∂
∂  

 
Possiamo applicare questo operatore a una funzione scrivendo l’operatore alla sinistra della 
funzione. Il risultato è il gradiente della funzione 

),( yxf
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4.1 PROPRIETA’ DEL GRADIENTE 
 

Siano f e g campi scalari differenziabili in un aperto connesso D, allora: 
 

22112211
)()1 fffdfd ∇+∇=+∇ αα  

 
fggffg ∇+∇=∇ )()2  

 
ffnf nn ∇=∇ −1)()()3  

 

2)()4
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gffg
g
f ∇−∇

=∇     0≠g  
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1. DIFFERENZIABILITA’ DI FUNZIONI DI DUE VARIABILI 
 
Ricordiamo che una funzione f di una variabile è detta differenziabile i  se esiste la sua derivata 
in  o, in altre parole, se il limite  

0x

0x
 

( ) ( ) ( )
x

xfxxf
xf

Δ
−Δ+

= 00
0 lim'                             (1) 

esiste. Una funzione f che è differenziabile in un punto  gode di due importanti proprietà: 0x
 
i)  è continua in ; ( )xf 0x
ii) la curva  ha una retta tangente non verticale in . ( )xfy = 0x
 
Il nostro obiettivo primario in questo paragrafo è di estendere la nozione di differenziabilità a 
funzioni di due variabili in modo che quando ( )yxf ,  sia differenziabile in ( )00 , yx  risulti: 
 
i)  continua in ; ( yxf , )

)
( )00 , yx

ii) la superficie  abbia un piano tangente non verticale in ( yxfz ,= ( )00 , yx  (vedi figura 1; la 
definizione di piano tangente sarà data in seguito). 
 

 
 
Sarebbe ragionevole supporre che una funzione f di due variabili dovrebbe poter essere 
differenziabile in  se è ivi continua e se le due derivate parziali  e ( 00 , yx ) ( )00 , yxf x ( )00 , yxf y  
esistono. Sfortunatamente, queste condizioni non sono sufficienti per la differenziabilità, in quanto 
ci sono funzioni che in un dato punto sono continue e che hanno derivate parziali ma non sono 
differenziabili. 
Per pervenire ad una definizione appropriata di differenziabilità per funzioni di due variabili, sarà di 
aiuto riesaminare il concetto di differenziabilità per funzioni di una variabile. Assumendo, per il 
momento, che f sia una funzione di una variabile differenziabile in 0xx = , la (1) può essere riscritta 
come: 

 

( )
x
fxf

x Δ
Δ

=
→Δ 00 lim'         

(2)                   
 

o, ugualmente, come: 
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( ) 0'lim 00
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −
Δ
Δ

→Δ
xf

x
f

x
 

(3) 
 

dove 
 

( ) ( )00 xfxxff −Δ+=Δ  
 
Se adesso definiamo ε  come  
 

( )0' xf
x
f
−

Δ
Δ

=ε  

(4) 
allora da questa formula segue che 
 

( ) xxxff Δε+Δ=Δ 0'  
(5) 

dove ε  è funzione di . Utilizzando la  (4), il limite nella (3) può essere riscritto come: xΔ
 

0lim
0

=ε
→Δx

 

(6) 
Le formule (5) e (6) conducono alla seguente definizione alternativa di differenziabilità per funzioni 
di una variabile. 
 
 
DEFINIZIONE 1.1 
 
Una funzione f di una variabile è detta differenziabile in  se esiste un numero  tale che 0x ( )0' xf yΔ  
ovvero possa essere scritto nella forma fΔ

 
Δ ( ) xxxff Δε+Δ= 0'  

(7) 
dove ε  è una funzione di xΔ tale che  per 0→ε 0→Δx . 
 
Questa definizione di differenziabilità fornisce le basi per estendere la nozione di differenziabilità a 
funzioni di due o più variabili. Una interpretazione geometrica di quanto detto nella (7) è fornita 
dalla figura seguente: 
 
 

 
Figura 3 
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Il termine rappresenta la variazione in altezza di un punto che si muove lungo il grafico di f 
quando l’ascissa x varia da  a ; il termine 

fΔ

0x xx Δ+0 ( ) xxf Δ0'  rappresenta la variazione in altezza 
di un punto che si muove lungo la retta tangente nel punto ( )( )00 , xfx  quando l’ascissa x varia da 

 a ; infine, il termine  rappresenta la differenza tra 0x xx Δ+0 ε xΔ Δ f ed . È evidente 
dalla figura che . Tuttavia, la (7) asserisce anche che 

( ) xxf Δ0'
ε 0→Δx 0→ε  per  come si evince 

dalla (6). Se f è una funzione di x e y allora il simbolo 
0→Δx

Δ f, chiamato incremento di f, denota il 
cambio di valore di  che risulta quando ( yxf , ) ( )yx,  varia da una posizione iniziale  ad una 
nuova posizione ( ; di conseguenza: 

( 00 , yx )
)xyxx Δ+Δ+ 00 ,

 
Δ f ( ) ( )0000 ,, yxfyyxxf −Δ+Δ+=  

(8) 
(vedi figura 3). Se si usa una variabile dipendente ( )yxfz ,= , allora potremo scrivere z piuttosto 
che f. 

Δ
Δ

 

 
Figura 4 

 
 

 
Con riferimento alla definizione 1.1, possiamo adesso definire la differenziabilità per funzioni in 
due variabili. 
 
DEFINIZIONE 1.2 
 
Una funzione f in due variabili è detta differenziabile in ( )00 , yx  se  ed ( )00 , yxf x ( )00 , yxf y  
esistono e f può essere scritto nella forma: Δ
 

( ) ( ) yxyyxfxyxff yx Δ+Δ+Δ+Δ=Δ 210000 ,, εε                                  (9) 
 
dove  ed  sono funzioni di e tali che 1ε 2ε xΔ yΔ 01 →ε  e 02 →ε  per ( ) ( 0,0, →Δ )Δ yx . 
 
Una funzione è detta differenziabile su una regione R del piano xy se è differenziabile in ogni 
punto di R. Una funzione che è differenziabile sull’intero piano xy è detta ovunque differenziabile 
o semplicemente differenziabile. Non è difficile verificare che la definizione precedente è 
equivalente alla seguente: 
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DEFINIZIONE 1.3 
 
Si dice che la funzione è differenziabile nel punto se ),( yxf ),( ba

 
       

0
),(),(),(),(

lim
22)0,0(),(

=
+

⋅−⋅−−++
→ kh

bafkbafhbafkbhaf yx

kh
                               (9’)  

 
 
 
 

Non è difficile dimostrare che la (9) implica la (9’) dove a = , b = , h =  e k =  0x 0y xΔ 0yΔ
Se nella (9’) poniamo 
 

),(
),(),(),(),(

22
khw

kh

bafkbafhbafkbhaf yx =
+

⋅−⋅−−++
 

 
 

dalla definizione precedente si evince: 
Se una funzione è differenziabile nel punto  interno al suo dominio allora ),( yxf ),( ba

 
22),(),(),(),(),( khkhwbafkbafhbafkbhaf yx ++⋅+⋅=−++                    (9’’) 

 
dove                 ( )2222),( khokhkhw +⋅=+        per   ; )0,0(),( →kh
 
Per dimostrare che la (9’) implica la (9), si osservi che 
 
 

khk
kh

kkhwh
kh

hkhwkhkhw 212222

22 ),(),(),( εε +=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
=+  

 
dove 

222221 ),(),(
kh

kkhwe
kh

hkhw
+

=
+

= εε  

 
sono due funzioni di h e k che tendono a zero per . )0,0(),( →kh

 
OSSERVAZIONE. 
Prima di procedere oltre, è bene notare che per funzioni di una variabile i termini “è differenziabile” 
e “ha una derivata” sono sinonimi. Tuttavia, per funzioni in due variabili, la differenziabilità 
richiede più della semplice esistenza delle derivate parziali e della continuità. Per esempio la 
funzione xyyxf =),(  nel punto (0,0) è continua, ha derivate parziali ( ) ( ) 00,00,0 == yx ff , 
tuttavia non è differenziabile in (0,0). Infatti è 
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2222

)0,0()0,0()0,0(),(
kh

hk

kh

kfhffkhf yx

+
=

+

−−−
 

 
e il 

22)0,0(),(
lim

kh
hk

kh +→
 

 
non esiste. 
 
 
2. RELAZIONI TRA DIFFERENZIABILITA’ E CONTINUITA’ 

 
In precedenza, ci eravamo posti due obiettivi per la nostra definizione di differenziabilità. 
Volevamo che una funzione differenziabile in ( )00 , yx  fosse anche continua in , e volevamo 
che il suo grafico avesse un piano tangente non verticale in 

( 00 , yx )
( )00 , yx . Il prossimo teorema mostra 

che l’ipotesi di continuità è soddisfatta; l’esistenza di un piano tangente non verticale sarà 
dimostrata più avanti. 
 
TEOREMA 2.1 
 
Se f è differenziabile in ( , allora f è continua in )00 , yx ( )00 , yx . 
 
Dimostrazione. 
 Dobbiamo dimostrare che 
 

( ) ( )00),(),(
,,lim

00

yxfyxf
yxyx

=
→

 

  
il quale, ponendo xxx Δ+= 0  ed yyy Δ+= 0 , equivale a: 
 

( ) ( )0000)0,0(),(
,,lim yxfyyxxf

yx
=Δ+Δ+

→ΔΔ
 

 
ovvero a 
 

( ) ( ) 0lim,,lim
)0,0(),(0000)0,0(),(

=Δ=−Δ+Δ+
→ΔΔ→ΔΔ

fyxfyyxxf
yxyx

 

 
Essendo f per ipotesi differenziabile in ( )00 , yx , dalla (9) segue che: 
 

yxyyxfxyxff yxyxyx
Δε+Δε+Δ+Δ=Δ

→ΔΔ→ΔΔ 210000)0,0(),()0,0(),(
),(),(limlim  

 
da cui l’asserto. 
 
Il prossimo teorema, la cui dimostrazione è omessa, fornisce delle semplici condizioni sotto cui una 
funzione in due variabili è differenziabile in un punto. 
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TEOREMA 2.2 
 
Se f ha derivate parziali prime in ogni punto di una regione circolare centrata in ( , e se 
queste derivate parziali sono continue in 

)00 , yx
( )00 , yx , allora f è differenziabile in ( )  00 , yx .

 
 
 
3. DERIVAZIONE DI FUNZIONI COMPOSTE 
 
Se y è una funzione differenziabile di una variabile x ed x è una funzione differenziabile di una 
variabile t, allora la regole di derivazione di funzioni composte afferma che: 
 

dt
dx

dx
dy

dt
dy

= . 

 
Adesso estenderemo questa regola di derivazione a funzioni di due variabili. 
Supponiamo che z sia una funzione di due variabili x ed y, diciamo 
 

( )yxfz ,=  
(10) 

e supponiamo che x ed y siano rispettivamente funzioni di una sola variabile t: 
 

( )txx = , ( )tyy = . 
 

Sostituendo queste funzioni nella (10), otteniamo la relazione 
 

( ) ( )( )tytxfz ,=  
 

che esprime z come una funzione della sola variabile t. Sussiste il seguente 
 
TEOREMA 3.1 (derivazione di funzioni composte). 
 
Se  e  sono derivabili in t, e se ( )txx = ( )tyy = ( )yxfz ,=  è differenziabile nel punto ( ) ( )( )tytx , , 
allora  è derivabile in t, e ( ) ( )( tytxfz ,= )
 

dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz

∂
∂

+
∂
∂

= . 

(11) 
 
Nel caso particolare in cui  ed y è una funzione derivabile della variabile x, la formula 
(11) conduce al risultato: 

( yxFz ,= )

 

dx
dy

y
F

x
F

dx
dy

y
F

dx
dx

x
F

dx
dz

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=  

 
Si osservi che altre notazioni possibili sono 
 

 15



Università Politecnica delle Marche – Facoltà Ingegneria – Dipartimento Scienze Matematiche 

( ) ( ).''

;

;

tyftxf
dt
df

dt
dy

y
f

dt
dx

x
f

dt
df

dt
dyf

dt
dxf

dt
dz

yx

yx

+=

∂
∂

+
∂
∂

=

+=

 

 
ma è possibile costruire anche altre svariate scritture. 
 
Nel teorema 3.1 le variabili x e y sono ognuna funzione di singola variabile t. Adesso consideriamo 
il caso in cui x e y sono funzioni di due variabili. Poniamo  

 
( )yxfz ,=  

(12) 
e supponiamo che x ed y siano funzioni di u e v, diciamo  
 

( ),,vuxx =  ( ).,vuyy =  
 
Sostituendo queste funzioni di u e v nella (12), otteniamo la relazione 
 

( ) ( )( )vuyvuxfz ,,,=  
 

che esprime z come una funzione delle due variabili u e v. In questo caso sussiste il  
 
 
TEOREMA 3.2 (regola di derivazione a catena). 
 
Se  e  hanno derivate parziali prime nel punto ( vuxx ,= ) )( vuyy ,= ( )vu, , e se ( )yxfz ,=  e 
differenziabile nel punto ( ) ( )( )vuyvux ,,, , allora ( ) ( )( )vuyvuxfz ,,,=  ha derivate parziali prime in 

 date da:  ( vu, )
 

u
y

y
z

u
x

x
z

u
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂   e .

v
y

y
z

v
x

x
z

v
z

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂  
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4. DIFFERENZIALI TOTALI 
 

4.1 PIANI TANGENTI 
 
Ricordiamo che C è una curva parametrica liscia nello spazio tridimensionale allora la retta tangente 
a C nel punto  è la retta che attraversa  lungo il vettore unitario tangente a C in  (figura 4). 
Il concetto di piano tangente è basato su questa definizione. Il seguente teorema stabilisce le 
condizioni che assicurano l’esistenza di un piano tangente e fornisce il metodo per trovare le sue 
equazioni. 

0P 0P 0P

 
 

 
Figura 5 

 
 
TEOREMA 4.1.1 
 
Sia  un punto sulla superficie ( 0000 ,, zyxP ) ( )yxfz ,= . Se  ( )yxf ,  è differenziabile in ( )00 , yx , 
allora la superficie ha un piano tangente in  di equazione 0P
 

     ( )( ) ( )( ) ( ) 0,, 0000000 =−−−+− zzyyyxfxxyxf yx                                    (13) 
 
 
Dimostrazione. 
 Per provare l’esistenza del piano tangente in , dobbiamo dimostrare che tutte la curve lisce sulla 
superficie  che passano per  hanno rette tangenti giacenti sullo stesso piano.              
Lo faremo mostrando che curve hanno un vettore tangente unitario in  normale al vettore  

0P
( yxfz ,= ) 0P

0P
 

           ( ) ( ) 1,,,, 0000 −= yxfyxfn yx                                                  (14) 
 

Queste rette saranno sicuramente tutte tangenti in  alle suddette curve e giacenti sul piano che  
passa per  e ad n normale. Inoltre, dalla (14) segue che l’equazione normale al punto di questo 
piano è la (13). Premesso ciò, completiamo la dimostrazione. Sia C una curva liscia giacente sulla 
superficie  passante per  

0P

0P

( yxfz ,= ) ( )0000 ,, zyxP . Si assuma, inoltre, che C abbia equazioni 
parametriche  
 

( )sxx = ; ( )syy = ; ( )szz = ; 
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dove s è il parametro lunghezza d’arco e ( )0000 ,, zyxP  è il punto su C che corrisponde al valore 
. Quindi, , , e 0ss = ( )00 sxx = ( )00 syy = ( )00 szz = . Siccome C giace sulla superficie ( )yxfz ,= , 

ogni punto  deve soddisfare questa equazione per ogni s, quindi ( ) ( ) ( )( szsysx ,, )
( ) ( )( )sysxfz ,=  

  
per ogni s. 
Se deriviamo entrambi i membri di questa equazione e applichiamo il teorema derivazione funzioni 
composte con s al posto di t, otteniamo 
 

;
ds
dy

y
f

ds
dx

x
f

ds
dz

∂
∂

+
∂
∂

=  

 
oppure 
 

0=−
∂
∂

+
∂
∂

ds
dz

ds
dy

y
f

ds
dx

x
f  

 
La parte sinistra di questa equazione può essere riscritta come un prodotto scalare: 
 

0,,1,, =⋅−
∂
∂

∂
∂

ds
dz

ds
dy

ds
dx

y
f

x
f  

 
oppure 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0',','1,,,, =⋅− szsysxyxfyxf yx  
 

In particolare, se abbiamo 0ss =
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0',','1,,,, 0000000 =⋅− szsysxyxfyxf yx                                  (15) 
 

Ma il secondo vettore nel prodotto è il vettore unitario  tangente a C nel punto , quindi 
dalla (15) il vettore unitario tangente a C in  è perpendicolare al vettore  

( )0000 ,, zyxP

0P
 

( ) ( ) 1,,,, 0000 −= yxfyxfn yx  
 

che completa la dimostrazione. 
Se  è differenziabile in ( , allora il vettore  ( yxf , ) )00 , yx
 

( ) ( ) 1,,,, 0000 −= yxfyxfn yx                                                   (16) 
 

è detto vettore normale alla superficie   ( )yxfz ,=  in ( )0000 ,, zyxP , e la retta passante per  
parallela a n è detta retta normale alla superficie in  (figura 5). Le equazioni parametriche della 
retta normale sono: 

0P

0P
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( )

( )

;

;,

;,

0

000

000

tzz

yxfyy

yxfxx

y

x

−=

+=

+=

 

 
 

 
Figura 6 

 
 
Esempio 4.1.1 
Trovare l’equazione del piano tangente e della retta normale alla superficie  nel punto 

. 
yxz 2=

( )4,1,2
 
Soluzione.  
 
Dato che , segue che ( ) yxyxf 2, =
 

( ) xyyxf x 2, =  e ( ) 2, xyxf y = . 
 
Quindi per  e , 2=x 1=y
 

( ) 41,2 =xf   e ( ) 41,2 =yf  
 

quindi, il vettore normale alla superficie in ( )4,1,2  è 
 

n =  i +( )1,2xf ( )1,2yf  j – k = 4i + 4j – k 
 
Perciò, il piano tangente ha equazione  
 

( ) ( ) ( ) 041424 =−−−+− zyx  o 844 =−+ zyx  
 

e la retta normale ha equazioni 
 

tx 42 += , ty 41+= , tz −= 4 . 
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ATTENZIONE. 
Nel paragrafo precedente abbiamo posto due condizioni per la definizione di differenziabilità di una 
funzione  di due variabili nel punto ( yxf , ) ( ) fyx −00 , deve essere continua in (  e la 
superficie  non deve avere tangenti verticali in 

)
)

00 , yx
( yxfz ,= ( )00 , yx . Il teorema 2.1 afferma che la 

differenziabilità implica la continuità e ora il teorema 4.1.1 mostra che la differenziabilità implica 
l’esistenza di un piano tangente non verticale. Il piano tangente dato dalla (13) è non verticale 
perché la terza componente del vettore normale n nella (14) è diversa da 0. 
 
 
 
 
5. DIFFERENZIALI 
 
Ricordiamo che se ( )xfy =  è una funzione di una variabile, allora il differenziale 
 

( )dxxfdy 0'=  
 

rappresenta la variazione di y lungo la retta tangente in ( )00 , yx  prodotta da una variazione dx della 
variabile x e 
 

( ) ( )00 xfxxfy −Δ+=Δ  
 

rappresenta la variazione in y lungo la curva ( )xfy =  prodotta da una variazione xΔ  della 
variabile x. Analogamente, se  è una funzione di due variabili, definiremo dz come la 
variazione in z lungo il piano tangente in 

( yxfz ,= )
( )000 ,, zyx  alla superficie ( yxfz , )=  prodotta dalle 

variazioni dx e dy rispettivamente delle variabili x e y. In questo caso 
 

( ) ( )0000 ,, yxfyyxxfz −Δ+Δ+=Δ  
 

rappresenta la variazione in z lungo la superficie dovuta alle variazioni xΔ  e  rispettivamente 
delle variabili x e y. 

yΔ

Per ricavare una formula per dz, sia  un punto fissato sulla superficie . Se f 
è differenziabile in (  allora la superficie ha un piano tangente in  dato dall’equazione 

( 0000 ,, zyxP ) )
)

( yxfz ,=

00 , yx 0P
 

( )( ) ( )( ) ( ) 0,, 0000000 =−−−+− zzyyyxfxxyxf yx  
 

o 
 

( ) ( )dyyxfdxyxfzz yx 00000 ,, ++=                                             (17) 
 

Dalla (17) segue che il piano tangente ha altezza  quando 0z 0xx = , 0yy =  ed ha altezza 
 

( ) ( )dyyxfdxyxfz yx 00000 ,, ++                                                 (18) 
 

quando , . Quindi, la variazione dz nell’altezza del piano tangente, siccome 
 varia da  a 

dxxx += 0 dyyy += 0

( yx, ) ( )00 , yx ( )dyydxx ++ 00 , , è ottenuta sottraendo  all’espressione (18). Risulta 0z
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( ) ( )dyyxfdxyxfdz yx 0000 ,, +=  

 
Questa quantità è chiamata differenziale totale di z in ( )00 , yx . Spesso e  sono omessi, cioè  0x 0y
 

( ) ( )dyyxfdxyxfdz yx ,, +=                                                    (19) 
 

Di solito, in questa formula, dx e dy sono viste come variabili e x e y come costanti. La (19) può 
essere anche scritta usando df al posto di dz. Se ( )yxfz ,=  è differenziabile nel punto ( , allora 
l’incremento  può essere scritto come 

)yx,
zΔ

 
( ) ( ) yxyyxfxyxfz yx Δε+Δε+Δ+Δ=Δ 21,,                                      (20) 

 
dove , , per 01 →ε 02 →ε ( ) ( )0,0, →ΔΔ yx . Nel caso in cui dxx =Δ e dyy =Δ , dalla (19) e dalla 
(20) segue che  
 

yxdzz Δε+Δε+=Δ 21 . 
 

Geometricamente, questa approssimazione ci dice che la variazione di z lungo il la superficie e la 
variazione di z lungo il piano tangente sono approssimativamente uguali per  e dxx =Δ dyy =Δ  
piccoli. 
 
 
Esempio 5.1 
Sia . Trovare dz. 234 yxz =
 
Soluzione. 
 
 Essendo , segue che ( ) 234, yxyxf =
 

 
( ) 2212, yxyxf x =  e ( ) yxyxf y

38, =  
 

quindi 
 

ydyxdxyxdz 322 812 +=  
 
 
Esempio 5.2 
Sia ( ) 22, yxyxf += . 
Usa un differenziale totale per approssimare la variazione di ( )yxf ,  per (  che varia dal 
punto  al punto .  

)
)

yx,
( 4,3 ( )98.3,04.3

 
Soluzione.  
 
Approssimeremo (variazione di f) con fΔ
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( ) ( ) dy
yx

ydx
yx

xdyyxfdxyxfdf yx 2222
,,

+
+

+
=+=  

 
Siccome , , , 3=x 4=y 04.0=dx 02.0−=dy otteniamo 
 

( ) ( )

( ) ( ) 008.002.0
5
404.0

5
3

02.0
169

404.0
169

3

=−=

−
+

+
+

=≈Δ dff

 

 
Si osservi (usare una calcolatrice) che il vero valore di fΔ  con cinque cifre decimali dopo la  
virgola è  
 

( ) ( ) 00819.04398.304.3 2222 ≈+−+=Δz  
 
 
Esempio 5.3 
Il raggio di cilindro circolare è misurato con un errore del 2% circa, e l’altezza è misurata con 
un errore del 4% circa. Approssimare la massima percentuale di errore possibile nel volume 
V calcolato da queste misurazioni.  
 
Soluzione. 
 
 Siano r, h, V il raggio, l’altezza e il volume del cilindro e siano rΔ , hΔ ,  gli errori di queste 
quantità. Dai dati forniti risulta che 

VΔ

 

02.0≤
Δ
r
r  e 04.0≤

Δ
h
h  

 

Vogliamo trovare il massimo valore possibile di 
V
VΔ . Siccome il volume del cilindro è 

 segue dalla (19) che  hrV ⋅⋅π= 2

 

dhrdrhrdh
h
Vdr

r
VdV ⋅⋅π+⋅⋅⋅π⋅=

∂
∂

+
∂
∂

= 22  

 
Se scegliamo  e  possiamo usare l’approssimazione rdr Δ= hdh Δ=
 

dVV ≈Δ  e 
V
dV

V
V
≈

Δ  

 
ma 
 

h
dh

r
dr

hr
dhrdrrh

V
V

+=
⋅⋅π

⋅⋅π+⋅⋅⋅π⋅
=

Δ 22
2

2
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quindi dalla disuguaglianza triangolare 
 

( ) ( ) 08.004.002.0222 =+≤+≤+=
h
dh

r
dr

h
dh

r
dr

V
dV  

 
perciò, la percentuale massima di errore in V è circa 8%. 
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5. DERIVATE DIREZIONALI 
 

Le derivate parziali prime e forniscono la rapidità di variazione di in  
misurata rispettivamente nella direzione positiva dell’asse x e in quella dell’asse y. Se vogliamo 
conoscere quanto rapidamente varia in quando il punto si muove nel dominio di f 
in qualche altra direzione, abbiamo bisogno del concetto, più generale, di derivata direzionale. 
Possiamo sempre specificare la direzione considerata mediante un vettore non nullo di lunghezza 
qualsiasi, tuttavia è più conveniente usare un vettore unitario. 

),( baf x ),( baf y ),( yxf ),( ba

),( yxf ),( ba ),( yx

 
 
DEFINIZIONE 5.1 
 
Sia  un vettore unitario, ossia . La derivata direzionale di in 

nella direzione di u è la rapidità di variazione di rispetto alla distanza misurata nel 
punto lungo una retta di direzione u nel piano xy. Questa derivata direzionale è data da 

jiu 21 uu += 12
2

2
1 =+ uu ),( yxf

),( ba ),( yxf
),( ba

 

h
bafhubhuafbafD

ohu
),(),(lim),( 21 −++

=
+→

 

 
Se poniamo allora la derivata direzionale è data anche da ),()( 21 tubtuaftg ++=
 

)0('),( gbafDu =  
 
se la derivata al secondo membro esiste. 
 
 
 

 
 
 
 
 
Il vettore unitario u determina una retta L passante per nel dominio di f. Il piano verticale 
contenente L interseca il grafico di f lungo una curva C la cui tangente T in ha la 
pendenza  D

),( ba
)),(,,( bafba

u ),( baf . 
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Si osservi che le derivate direzionali in direzioni parallele agli assi coordinati sono date direttamente 
dalle derivate parziali prime:  
 

Di  ,  ),(),( bafbaf x= Dj ),(),( bafbaf y=  

 
D-i  ),(),( bafbaf x−= e D-j ),(),( bafbaf y−= . 

 
Il teorema seguente mostra come il gradiente di una funzione differenziabile permetta di calcolare 
qualunque derivata direzionale. 
 
 
 
 
TEOREMA 5.2 (derivata direzionale e gradiente) 
 
Se f è differenziabile in  e ),( ba jiu 21 uu +=  è un vettore unitario, allora la derivata direzionale di 
f in  nella direzione di u è data da  ),( ba
 

Du ),( baf = u ( )baf ,∇⋅  
 
Dimostrazione. 
 Per la regola di derivazione delle funzioni composte si ha  
 

  Du ),( baf
0

21 ),(
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

t

tubtuaf
dt
d ),(),( 2211 bafubafu +=  

 
Se f è una funzione differenziabile, la formula della derivata direzionale 
 

( ) ( ) ( ) 21 ,,, uyxfuyxfyxfD yxu +=  
 

può essere espressa come un prodotto scalare scrivendo 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )j i j i 21,,, uuyxfyxfyxfD yxu +⋅+=  
 

dove il primo vettore nel prodotto è il gradiente di f mentre il secondo è u. Pertanto la formula 
precedente per la derivata direzionale può essere riscritta nella seguente forma compatta. 
 

( ) ( ) u⋅∇= yxfyxfDu ,,  
 

In altre parole, se f è una funzione differenziabile il prodotto scalare tra il gradiente di f e un vettore 
unitario u fornisce la derivata direzionale, nella direzione di u.  
Già sappiamo che l’esistenza delle derivate parziali di una funzione in un punto non implica che 
essa sia continua nel punto e ancora meno che sia differenziabile. La stessa cosa può dirsi riguardo 
alle derivate direzionali. L’esempio che segue mostra che una funzione può avere derivata 
direzionale in ogni direzione in un punto dato e ugualmente non essere continua in quel punto. 
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Esempio 5.1 
Trovare il gradiente di  nel punto ( ) yxyxf 23, = ( )2,1  e usarlo per calcolare la derivata 
direzionale di f nel medesimo punto nella direzione  del vettore j i 43 +=v . 
 
Svolgimento.  
 
Da  
 

( ) ( ) ( ) j i j i 236,,, xxyyxfyxfyxf yx +=+=∇  
 

si evince che di f in  è ( )2,1
 

( ) j i 3122,1 +=∇f  
 
Poiché il vettore unitario nella direzione di v è 
 

( ) j i j i 
v
vu

5
4

5
343

5
1

+=+==  

 
segue che 
 

( ) ( )
5
482,12,1 =⋅∇= uffDu  

 
Esempio 5.2 
Siano  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

=
24

2

0
),(

yx
yxyxf                       e               

)0,0(),(

)0,0(),(

≠

=

yx

yx
jiu 21ˆ uu +=  

 
 
Allora 
 

Du )0,0(f = ( ) 2

2
1

2
2

4
1

22
2

2
1

3

0

21

0

1lim)0,0(),(lim
u
u

uuhh
uuh

hh
fhuhuf

hh
=

+
=

−
+→+→

                  02 ≠u

 
Se allora  e  02 =u iu =ˆ
 

Di 0)0,0()0,0( =
∂
∂

= f
x

f  

 
Quindi la funzione data ha nel punto (0,0) derivata direzionale in ogni direzione ma (come già 
visto) non è continua in (0,0). Si osservi che in questo caso è 0)0,0( =∇f  e quindi risulta  
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)0,0(f∇ ≠⋅u  Du f(0,0). 
6. PROPRIETA’ DEL GRADIENTE 
 
La lunghezza e la direzione del vettore gradiente f∇  forniscono importanti informazioni 
riguardanti la funzione f.  
 
TEOREMA 6.1 
 
Sia f una funzione di due variabili e differenziabile in ( )00 , yx .  

a) Se , allora tutte le derivate direzionali di f in ( ) 0, 00 =∇ yxf ( )00 , yx  sono nulle; 
b) Se , allora tra tutte le possibili derivate direzionali di f in ( , quella 

nella direzione del  è quella con il  valore più grande. Il valore di questa derivata 
è 

( ) 0, 00 ≠∇ yxf )
)

00 , yx
( 00 , yxf∇

( )  00 , yxf∇ ; 
c) Se , allora tra tutte le possibili derivate direzionali di f in ( , quella 

nella direzione opposta al  è quella con il valore più piccolo. Il valore di questa 
derivata è  

( ) 0, 00 ≠∇ yxf )
)

00 , yx
( 00 , yxf∇

( )  00 , yxf∇− . 
 
Dimostrazione. 

a) se , allora per ogni scelta di u abbiamo ( ) 0, 00 =∇ yxf
 

( ) ( ) 00,, 0000 =⋅=⋅∇= uuyxfyxfDu ; 
 

b) e c) si assuma  ( ) 0, 00 ≠∇ yxf  e sia θ l’angolo tra ( )00 , yxf∇  e un vettore unitario 
arbitrario u. Dalla definizione  

 
 

( ) ( ) ( ) θ∇=⋅∇= cos,,, 000000 u  u yxfyxfyxfDu  

 
             da cui se 1=u  
 

( ) ( ) θ∇= cos,, 0000   yxfyxfDu  
 

Così, il massimo valore di ( )00 , yxfDu  è ( )  00 , yxf∇ . Questo accade quando 1cos =θ , o         
quando u ha la stessa direzione di ( )00 , yxf∇  (cioè θ=0). Il minimo valore di  ( )00 , yxfDu  
è ( )  00 , yxf∇  che si ottiene quando  1cos −=θ , cioè quando u e   sono in 
direzioni opposte (cioè θ=π). 

( 00 , yxf∇ )
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Esempio 6.1  
Per la funzione , trovare il minimo valore della derivata direzionale in ( ) yexyxf 2, = ( )0,2− , e 
fornire un vettore unitario nella direzione in cui si ha il massimo valore. 
 
Soluzione. 
 
Siccome 

 
( ) ( ) ( ) j i j i yy

yx exxeyxfyxfyxf 2
00 2,,, +=+=∇  

 
Il gradiente di f in  è  ( )0,2−
 

( ) j i 440,2 +−=−∇f  
 

Dal teorema 6.1, il valore massimo della derivata direzionale è  
 

( ) ( ) 2432440,2 22 ==+−=−∇   f  
 

Un vettore unitario in questa direzione è 
 

( )
( ) ( ) j i j i 

  2
1

2
144

24
1

0,2
0,2

+−=+−=
−∇
−∇

f
f  

 
 
 
7. UNA INTERPRETAZIONE DI  DuT(x, y) 

 
Supponiamo che un osservatore si stia muovendo sul piano xy e che in ogni punto del piano il 
valore della temperatura sia dato da . Inoltre supponiamo che nell’istante in cui l’osservatore 
passa per (  si stia muovendo nella direzione del vettore w con velocità v di modulo k. 

),( yx
( yxT , )

)00 , yx
Se poniamo  

w
wû =   e   u v ˆk=   

allora 
 

i) ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡⋅∇=

distanza di unitàû,, 0000û
TdiunitàyxTyxTD  

 
fornisce la rapidità di variazione della temperatura percepita dall’osservatore, misurata in unità di T 
per unità di distanza sul piano xy; 
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ii)

( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅∇=⋅∇=

 tempodi unità
T di unità

distanza di unità
T di unità

 tempodi unità
distanza di unitàû,v,, 000000v yxTkyxTyxTD

 
fornisce la rapidità di variazione della temperatura percepita dall’osservatore, misurata in unità di T 
per unità di tempo. 
 
Osservazione 
 
Se f è di classe C(2) allora la derivata direzionale seconda è data da: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )yyxyyxxxyx ffffffDfDfDD 21221121ûûûû uuuuuuuuû +++=+=⋅∇=  

Da cui  
 

( ) yyxyxx ffffDD 2
221

2
1ûû uuu2u ++=    . 

 
 
 
Sia z = f (x, y,) un campo scalare differenziabile in un aperto Ω del piano xy. Indichiamo con C la 
curva di livello f (x, y,) = c. Sia ( )ooo yxP ,≡  un punto di C e supponiamo che C sia descritta 
parametricamente dall’equazione vettoriale di classe C(1) : 
 

( ) ( ) ( ) j i rr tytxt +==    t∈ [a, b] 
 
e che   dove a<  t( ) 00 Pt =r o <  b. Procedendo come nel caso delle funzioni di tre variabili (vedi 
parag. 8) si evince che: 
in ogni punto di una curva di livello C il vettore f∇ è normale a C; in particolare in t = to , risulta 

 
( )[ ]⋅∇ 0tf r ( ) 00 =t'r . 

 
la curva di livello che passa per  P0 ha in P0 vettore tangente perpendicolare al vettore ( )0Pf∇ . Sia 

C una curva liscia di equazioni . Se ( )trr = ( )tT̂ denota il vettore unitario tangente a C in ( )tr  allora 
il prodotto scalare  è per definizione la derivata direzionale di f nella direzione di C e 

spesso si indica con 

( )[ ] Tr ˆ⋅∇ tf

s
f
∂
∂  . Il valore di 

T̂⋅∇=
∂
∂ f

s
f  

 
 

dipende dalla rappresentazione parametrica scelta per C. Infatti il verso di percorrenza e quindi il 
verso di  dipende dalla scelta della rappresentazione parametrica. Se C è una curva di livello 
allora la derivata di  f  lungo C è nulla ed è massima lungo la direzione normale a C. 

T̂

 
 
 
TEOREMA 6.2 (del valormedio) 
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Se  una funzione di classe ( yxfz ,= ) ( )Ω)1(C  dove Ω è un aperto, allora 
 

( ) ( ) ( ) ( )kbhafkkbhafhbafkbhaf θθθθ ++∂+++∂+=++ ,,,, 21  
dove ( ) . Sono gli estremi di un segmento contenuto in Ω. ( kbhaeba ++ ,, )
 
Dimostrazione. 
Incominciamo ad osservare che le equazioni parametriche 

 
thax +=   thby +=   [ ]1,0∈t  

 
descrivono il segmento di estremi   e ( ba, ) ( )., kbha ++  
Pertanto se scegliamo h e k tali che  allora il segmento suddetto sta nel disco con centro 
in (a,b), di raggio r e contenuto in Ω. 

222 rkh <+

Sia . Essendo f differenziabile in Ω, il teorema di derivazione delle 
funzioni composte ci dice che g è derivabile e che  

( ) ( ) [ 1,0, ∈++= ttkbthaftg ]

 
( ) ( ) ( )tkbthafktkbthafhtg ++∂+++∂= ,,' 21      [ ]1,0∈t

 
Da cui, per il teorema del valor medio per le funzioni di una variabile, si ottiene 
 

( ) ( ) ( )θ'01 ggg =−   per qualche ( )1,0∈θ  
 

ovvero 
 

( ) ( ) ( )θ'01 ggg += . 
 

Essendo  
 

( ) ( ) ( ) ( )bafgkbhafg ,0,1 =++=  
 

segue che  
 

( ) ( ) ( ) ( )kbhafkkbhafhbafkbhaf θθθθ ++∂+++∂+=++ , , ,, 21  
 
Ovvero l’asserto. 
 
COROLLARIO 
 
Nelle ipotesi del teorema precedente: 
se  in tutti di un segmento δ contenuto in Ω, allora f è costante su δ. Infatti, se ( ) 0, =∇ yxf ( )ba,  è 
un estremo del segmento δ e  è un generico punto di δ, dal teorema precedente (tenuto 
presente che le derivate parziali sono uguali a zero su δ) segue che 

( kbha ++ , )
( ) ( bafkbhaf ,, =+ )+ . 

 
 
 
TEOREMA 6.3 
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Sia f una funzione differenziabile in un aperto connesso Ω. Se in Ω risulta  allora f è 
costante in Ω. Inoltre se due campi scalari f e g, differenziabili in Ω, hanno lo stesso gradiente 
allora f e g differiscono per una costante arbitraria. 

0=∇f

Quindi nelle ipotesi suddette 
 

gf ∇=∇  se solo se f-g=k 
 

dove k è una costante arbitraria. 
 
Da quanto precede: 
se  in un disco D di centro  e raggio r allora f è costante in D.  0=∇f ( ba, )
Infatti, se scegliamo h e k tali che allora il punto 222 rkh  <+ ( )kbha      ++ ,  denota un punto ( )yx,  
del disco D e poiché le derivate parziali sono uguali a zero in D e quindi sul segmento di estremi 

 e (  si evince che: ( )ba, )yx,
 

( ) ( )bafyxf ,, =  ( ) Dyx ∈∀ ,  
 
 
 

9.1 FORMULE DI TAYLOR DELL’ORDINE 2 
 
Se  è di classe  in un intorno di un punto ( yxf , ) )2(C ( )ba,  allora esiste un numero θ con 0 < θ < 1 
tale che, per h e k sufficientemente piccoli in valore assoluto, risulta 
 

( ) ( ) ( ) ( )+++=++ bafkbafhbafkbhaf yx , , ,,  

( ) ( ) ( )[ ]kbhafkkbhafkhkbhafh yyxyxx θθθθθθ ++⋅+++⋅⋅⋅++++ ,,2,21 22  
 
infatti posto  ( ) ( )tkbthaftg ++= , [ ]1,0∈t   per la formula di Taylor di ordine n=2 
 

( ) ( ) ( ) ( )
!2

'''0 θθ gtggtg ++=   dove 0 < θ < 1. 

 
Da cui tenuto presente che: 
 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) (

( ) ( ) ( )tkbthafktkbthafkhtkbthafh

tkbthafkhtkbthafktkbthafkhtkbthafhtg

tkbthafktkbthafhtg

yyxyxx

xyyyyxxx

yx

++++++++=

=+++++++++++= )
+++++=

,,2,

,,,,''

,,'

22

22  

 
si evince l’asserto. 
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8. DIFFERENZIABILITA’ DERIVATE DIREZIONALI E GRADIENTE PER  FUNZIONI              
DI 3 VARIABILI 
 
In questo paragrafo estenderemo i concetti espressi nei precedenti paragrafi a funzioni di tre 
variabili. La principale differenza tra funzioni di 2 e 3 variabili è geometrica: il grafico di 

 rappresenta una superficie nello spazio tridimensionale, mentre  non ha 
una analoga interpretazione. 

( yxfz ,= ) )( zyxfw ,,=

 
 
8.1 DIFFERENZIABILITA’  
  
La definizione e i teoremi base riguardanti la differenziabilità per funzioni di 3 variabili sono 
generalizzazioni dei corrispondenti teoremi per funzioni di 2 variabili. 
 
DEFINIZIONE 8.1.1 
 
Una funzione f di 3 variabili è differenziabile nel punto ( )000 ,, zyx  se le derivate parziali  

,  e  esistono e  ( )000 ,, zyxf x ( )000 ,, zyxf y ( 000 ,, zyxf z )
 

( ) ( )000000 ,,,, zyxfzzyyxxff −Δ+Δ+Δ+=Δ  
 

può essere riscritta nella forma 
 

( ) ( ) ( ) zyxzzyxfyzyxfxzyxff zyx Δε+Δε+Δε+Δ+Δ+Δ=Δ 321000000000 ,,,,,,  
 

dove  ed  sono funzioni di 21,εε 3ε yx ΔΔ ,  e zΔ  tale che 01 →ε ,  e  per 
. 

02 →ε 03 →ε
( ) ( 0,0,0,, →ΔΔΔ zyx )

)

 
TEOREMA 8.1.1 
 
Se f ammette derivate parziali prime in ogni punto di una certa regione sferica centrata in 

, e se la derivate parziali sono continue in  ( 000 ,, zyx ( )000 ,, zyx , allora f è differenziabile in 
 ( )000 ,, zyx .

 
TEOREMA 8.1.2 (regola derivazione funzioni composte) 
 
Se ( ) ( ) ( )tzztyytxx === ,, , sono differenziabili in t e ( )zyxfw ,,=  è differenziabile nel punto 

 è differenziabile in t, e  ( ) ( ) ( )( tztytx ,, )
 

dt
dz

z
w

dt
dy

y
w

dt
dx

x
w

dt
dw

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  
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Quindi, come per le funzioni di una  e due variabili, una funzione di tre variabili è continua in un 
punto se è differenziabile in quel punto. 
 
Esempio 8.1.1 
Supporre che 
 

zyxw 23= ,  ,  ,   2tx = 3ty = 4tz =
 

Usare il teorema di derivazione funzioni composte per trovare dtdw . 
 
Soluzione.  
 
Dal teorema della “derivazione delle funzioni composte”, 
 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) 1531221314

3232322

1643223

43223

ttttttt

tyxtyzxtzyx

dt
dz

z
w

dt
dy

y
w

dt
dx

x
w

dt
dw

=++=

=++=

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

 

 
NOTA BENE. 
La differenza più significativa tra funzioni di 2 e di 3 variabili è geometrica. Per una funzione di 2 
variabili l’equazione  ( yxfz , )=  può essere rappresentata come una superficie in uno spazio 
tridimensionale. Sebbene, per funzioni di tre variabili, rappresentate con un grafico ( )zyxfw ,,=  è 
impossibile, perché sono richieste 4 dimensioni (una per ogni variabile), questo non è un  problema, 
significa semplicemente che dobbiamo fare affidamento più sulla formula analitica che sulla 
geometrica. 
 
 
 
9. DERIVATE DIREZIONALI   
 
Per definire una derivata direzionale in un punto ( )000 ,, zyx  per una funzione f di tre variabili, 
useremo un vettore unitario 321 ,, uuu=u  per designare le direzioni, e sia l la retta passante per 

 e parallela ad u. Questa retta può essere parametrizzata come  ( 000 ,, zyx )
 

10 suxx += ,  20 suyy += ,  30 suzz += , 
 

dove s è il parametro di lunghezza d’arco riferito al punto ( )0000 ,, zyxP =  e direzione positiva nella 
direzione di u. All’incrementare di s, il punto  ( )zyxP ,,0 =  si muove nella direzione di u lungo l, 
ed il valore di ( )zyxfw ,,=  varia con s. Come per funzioni di 2 variabili, definiamo 

 il tasso istantaneo di variazione di w rispetto a s in ( 000 ,, zyxfDu ) ( )000 ,, zyx . Procedendo come 
nel paragrafo precedente si arriva alla seguente definizione. 
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DEFINIZIONE 9.1 
 
Se f è differenziabile in ( )000 ,, zyx  e se 321 ,, uuu=u  è un vettore unitario, allora la derivata di f 
in (  nella direzione di u è definita da )000 ,, zyx
 

( ) ( ) ( ) ( ) 300020001000000 ,,,,,,,, uzyxfuzyxfuzyxfzyxfD zyxu ++=  
(1) 

La definizione di gradiente di una funzione di tre variabili è 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 300020001000 ,,,,,,,, uzyxfuzyxfuzyxfzyxf zyx ++=∇  
(2) 

che è identica alla definizione precedente eccetto per il terzo addendo. Segue dalla (1) e dalla (2) 
che  

 
( ) ( ) u,,,, ⋅∇= zyxfzyxfDu  

 
analoga alla definizione già vista. Considerando ciò si dimostra la seguente estensione del teorema 
6.1. 
 
TEOREMA 9.2 
 
Sia f una funzione di tre variabili differenziabile in ( )000 ,, zyx . 
 

a) Se ( ) 0,, 000 =∇ zyxf , allora tutte le derivate direzionali di f in ( )000 ,, zyx  sono nulle; 
b) Se ( ) 0,, 000 ≠∇ zyxf , allora tra tutte le possibili derivate direzionali di f in  

quella nella direzione del  è quella con il  valore più grande. Il valore di 
questa derivata è 

( )000 ,, zyx ,
( 000 ,, zyxf∇ )

( )  000 ,, zyxf∇ ; 
c) Se ( ) 0,, 000 ≠∇ zyxf , allora tra tutte le possibili derivate direzionali di f in  

quella nella direzione opposta al 
( )000 ,, zyx ,

( )000 ,, zyxf∇  è quella con il valore più piccolo. Il valore 
di questa derivata è  ( )  000 ,, zyxf∇− . 

 
 
Esempio 9.1 
Trovare la derivata direzionale di  nel punto  nella direzione 
del vettore , e trovare il massimo tasso di incremento di f in P. 

( ) zyzyxzyxf +−= 32,, ( 0,2,1−P )
k ji 22 −+=v

 
Soluzione. 
 
Siccome  
 

( ) xyzyxf x 2,, = ,  ( ) 32,, zxzyxf y −= ,  ( ) yzzyxf z
231,, −=  

 
segue che 
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( ) ( ) ( )
( ) kji

k j i 

++−=−∇

+−+−+=∇

40,2,1

132,, 232

f

yzzxxyzyxf
 

 
Un vettore unitario nella direzione di v è 
 

( ) k j i k ji 
v
vu

3
2

3
1

3
222

9
1

−+=−+==  

 
da cui 
 

( ) ( ) -3u =⋅−∇=− 0,2,10,2,1 ffDu  
 

il massimo tasso di incremento di f è 
 

( ) ( ) 231140,2,1 222 =++−=−∇   f . 
 
 

Esempio 9.2 
Sia f(x,y,z) = ln r  dove kzjyixr ++= . Allora 222 zyxr ++=  e  

f(x,y,z) = ( )222ln
2
1 zyx ++ . 

Essendo 
 

222 zyx
x

x
f

++
=

∂
∂

              222 zyx
y

y
f

++
=

∂
∂                  222 zyx

z
z
f

++
=

∂
∂  

  
segue che  
 

( )
r
r

zyx
zyxr =

++
++

=∇ 222ln k j i    

 
Il nostro nuovo obiettivo è quello di stabilire una relazione geometrica tra le superfici di livello e 
il gradiente di una funzione f di tre variabili. 
A questo proposito sia u = f (x, y, z) un campo scalare differenziabile in un aperto Ω dello spazio 
tridimensionale. Indichiamo con S la superficie di livello f (x, y, z) = c. Sia  un punto 
di S e C una curva regolare che sta su S e che passa per P

( oooo zyxP ,, )
o. Supponiamo che C sia decritta 

parametricamente dalla equazione vettoriale  
 

( ) ( ) ( ) ( )k j i rr tztytxt ++==    t∈ [a, b] 
 
e che    dove a<  t( ) 00 Pt =r o <  b. Ovviamente è 
 

  = f [x(t), y(t), z(t)] = c   t∈ [a, b] . ( )[ tf r ]
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Se poniamo 

g(t) = ( )[ ]tf r    t∈ [a, b] 
 
 
la regola di derivazione delle funzioni composte ci fornisce 
 

( ) ( )[ ]⋅∇= tftg r' ( )t'r    t∈ [a, b] . 
 
Poichè g è costante su [a, b], abbiamo ( ) 0' =tg  su [a, b]. In particolare per t = to , risulta 

 
( )[ ]⋅∇ 0tf r ( ) 0' 0 =tr  

 
In altre parole il vettore f∇ in P0 è perpendicolare al vettore ( )0' tr . Quindi le curve che stanno sulla 
superficie S e passano per P0 hanno in P0 vettore tangente perpendicolare al vettore . Questi 
vettori tangenti determinano un piano e 

( )0Pf∇
( )0Pf∇ è normale a questo piano. Questo piano è detto 

piano tangente in P0 alla superficie di livello S e consiste di tutti i punti P dello spazio soddisfacenti 
l’equazione 

( ) ( ) 000 =∇− ⋅ PfPP  
Ovvero 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0000000 =−+−+− zzPfyyPfxxPf zyx . 

 
 
 
Esempio 9.3 
Trovare l’equazione del piano tangente all’ellissoide  nel punto ( )184 222 =++ zyx 1,2,1 − .  
 
Soluzione.  
 
Ponendo , allora l’equazione data ha la forma , che può 
essere vista come l’equazione di una superficie di livello per F. 

( ) 222 4,, zyxzyxF ++= ( ) 18,, =zyxF

Quindi, il vettore ( 1,2,1 )−∇F  è normale all’ellissoide nel punto ( )1,2,1 − .  
Per trovare questo vettore scriviamo 
 

( )

( ) k j i  

k j i k j i 

21621,2,1

282,,

−+=−∇

++=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇

F

zyx
z
F

y
F

x
FzyxF

 

 
Usando questa normale e il punto , otteniamo l’equazione del piano tangente ( 1,2,1 − )
 

( ) ( ) ( ) 01221612 =+−−+− zyx  
 

o 
 

188 =−+ zyx . 
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10. DIFFERENZIALE TOTALE 
 
Se , allora definiamo l’incremento ( zyxfw ,,= ) wΔ  come  
 

( ) ( )zyxfzzyywxfw ,,,, −Δ+Δ+Δ+=Δ  
 

e definiamo differenziale totale  come  dw
 

( ) ( ) ( )dzzyxfdyzyxfdxzyxfdw zyx ,,,,,, ++=  
 

dove  , , , dx, dy e dz rappresentano le variazioni dei valori di x, y e z. xΔ yΔ zΔ
L’incremento  rappresenta la variazione del valore di wΔ ( )zyxfw ,,=  quando x, y e z variano 
rispettivamente di una quantità ,  e xΔ yΔ zΔ .  
Tuttavia, per funzioni di tre variabili, il differenziale totale   non ha un’interpretazione 
geometrica naturale.  

dw

Se poniamo  
 

xdx Δ= , ydy Δ= , zdz Δ=  
  
e se  e differenziabile in , allora segue dalla definizione 8.1.1 che ( zyxfw ,,= ) )( zyx ,,

 
zyxdww Δε+Δε+Δε+=Δ 321  

 (3) 
 
dove  , , 01 →ε 02 →ε 03 →ε  per ( ) ( )0,0,0,, →ΔΔΔ zyx . Quindi, quando ,  e xΔ yΔ zΔ  sono 
piccoli, dalla (3) segue che  
 

dww ≅Δ  
 
Esempio 10.1  
La lunghezza, la larghezza e l’altezza di un parallelepipedo sono state misurate con un errore 
del 5% circa. Trovare un limite superiore della percentuale massima di errore possibile che 
risulta se queste quantità sono usate per calcolare la diagonale del parallelepipedo. 
 
Soluzione. 
 
Siano x, y, z e D rispettivamente la vera lunghezza, larghezza, altezza e diagonale del 
parallelepipedo; e siano xΔ , ,  e yΔ zΔ DΔ  gli errori di queste quantità. Sappiamo che  
 

05.0≤
Δ
x
x , 05.0≤

Δ
y
y , 05.0≤

Δ
z
z    

 

Vogliamo stimare 
d
dΔ . Siccome la diagonale D è collegata alla lunghezza, larghezza e altezza da  

 
222 zyxD ++=  
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segue che  
 

dz
zyx

zdy
zyx

ydx
zyx

x

dz
z
Ddy

y
Ddx

x
DdD

222222222 ++
+

++
+

++
=

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

 

 
Se scegliamo , , , allora possiamo approssimare dxx =Δ dyy =Δ dzz =Δ DdDDD ≈Δ . Ma,  
 

dz
zyx

zdy
zyx

ydx
zyx

x
D

dD
222222222 ++

+
++

+
++

=  

 
o 
 

z
dz

zyx
z

y
dy

zyx
y

x
dx

zyx
x

D
dD

222

2

222

2

222

2

++
+

++
+

++
=  

 
Quindi, 
 

( ) ( ) ( )

05.0

05.005.005.0 222

2

222

2

222

2

222

2

222

2

222

2

222

2

222

2

222

2

=

=
++

+
++

+
++

≤

++
+

++
+

++
≤

++
+

++
+

++
=

zyx
z

zyx
y

zyx
x

z
dz

zyx
z

y
dy

zyx
y

x
dx

zyx
x

z
dz

zyx
z

y
dy

zyx
y

x
dx

zyx
x

D
dD

 

 
Perciò la massima percentuale di errore di D è di circa il 5%. 
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11. FUNZIONI IMPLICITE 
 
TEOREMA 11.1 (di Dini in R3) 
 
Sia A un aperto di R3 e sia F una funzione di classe C1(A). Se in ( ) A,, 0000 ∈= zyxP risulta  

( ) 0P0 =F  e ( ) 0P0 ≠∇F  
allora esiste un intorno di nel quale l’insieme degli zeri di F è il grafico di una funzione. 0P
In particolare se ( ) 0P0 ≠∇F ( ) 0P0 ≠⇒ zF , allora esistono un intorno U di ed un intorno V 
di tali che  

( 00 , yx )
0z

( ) ( ) V,!U, ∈=∃∈∀ yxfzyx  per cui risulta ( )( ) 0,,, =yxfyxF  
Inoltre  ( )UC1∈f  e

z

y

z

x

F
F

y
f

F
F

x
f

−=
∂
∂

−=
∂
∂ ,  

 
Dimostrazione. 
Per fissare le idee supponiamo , pertanto, per il teorema della permanenza del segno 
esiste un intorno R di : 

( ) 0P0 >zF

0P
 

AVWR ⊂×=      dove           [ ] [ ] [ hzhzyyxx ]+−=+−×+−= 000000 ,Ve,,W δδδδ  
 
nel quale risulta   ( ) .0,, >zyxFz

Allora per ogni (  fissato in W, l’applicazione  )yx,
 

( ) [ ]hzhzzyxFz +−=∈→ 00 ,zV,,  
 
è strettamente crescente in V, in particolare è strettamente crescente l’applicazione 

 
( ) ( ) [ ]hzhzzgzyxFz +−=∈=→ 0000 ,zV,, . 

 
Essendo , da quanto precede, segue che è ( ) 00 =zg

( ) 00 <− hzg   e   ( ) 00 >+ hzg  
ovvero 

( ) 0,, 000 <− hzyxF   e   ( ) 0,, 000 >+ hzyxF . 
 
Tenuto presente che le funzioni ( )hzyxF −0,,  e ( )hzyxF +0,,  sono continue in W e diverse da 
zero in , da quanto precede e dal teorema della permanenza del segno segue che esiste un 
intorno U di : U

( 00 , yx )
( )00 , yx [ ] [ ] W,, 0000 ⊂+−×+−= kykykxkx  nel quale risulta 

 
( 0,, 0 ) <− hzyxF   e  ( ) 0,, 0 >+ hzyxF . 
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Ne consegue che in corrispondenza di ( )yx,  fissato in , la funzione WU ⊂ ( ) ( )uyxFu ,,=ϕ  è 
continua e strettamente crescente in [ ]hzhz +−= 00 ,V , inoltre agli estremi dell’intervallo V 
assume valor idi segno opposto: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) 0,,e0,, 0000 >+=+<−=− hzyxFhzhzyxFhz ϕϕ  

pertanto per il teorema di Bolzano 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 0,,,,,zchetaleV,! ===∈=∃ yxfyxFzyxFyxfz ϕ . 
 

In altre parole l’insieme degli zeri della restrizione di F all’intorno U×V è il grafico di una funzione 
. ( )yxfz ,=

Per dimostrare che la funzione , precedentemente definita, è continua in U, si osservi che  ( yxf , )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) .0,,,,,,U,eU, 111111 ==⇒∈∈ yxfyxFyxfyxFyxyx  

Tenuto presente che per il teorema del valor medio esiste *P = ( )( )ηζηζ ,,, f  interno al segmento di 
estremi P  e ( )( )yxfyx ,,,= ( )( )11111 ,,,P yxfyx=  tale che  
 

( ) ( ) ( )*PPP 1 FFF 〈∇=− , 〉− 1PP  
 

si deduce che 
 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 0,,*P*P*P 1111 =−+−+− yxfyxfFyyFxxF zyx . 
 

Da cui essendo (giustificare!) 
 

( ) ( ) 1111 ,, yy
FMin

FMax
xx

FMin
FMax

yxfyxf
z

y

z

x −+−≤−  

 
si deduce che  è continua in  e quindi in U. ( yxf , ) )( 11, yx

Infine, preso P ( )( )11 ,,, yxfyx=  , da ( )*PF〈∇ , 〉− 1PP =0 si ottiene 
 

( ) ( ) ( )
( )*P

*P,,

1

111

z

x

F

F
xx

yxfyxf
−=

−
−  

 
da cui osservato che  

111 P*PPP →⇒→⇒→ xx  
e che le funzioni  e sono continue,si evince che xF zF
 

( ) ( ) ( )
( )1

1

1

111

P
P,,lim

1
z

x

xx F
F

xx
yxfyxf

−=
−
−

→
 

 
ovvero 

( ) ( )111 P,
z

x

F
F

yx
x
f

−=
∂
∂ . 
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Analogamente si dimostra che  

 

( ) ( )111 P,
z

y

F
F

yx
y
f

−=
∂
∂ . 

Si osservi che le derivate parziali di f, ammessa l’esistenza, si deducono applicando il teorema di 
derivazione composta all’equazione ( )( 0,,, ) =yxfyxF , ovvero dalle relazioni  
 

0=
∂
∂

+
x
fFF zx  e 0=

∂
∂

+
y
fFF zy . 

 
Inoltre si osservi che  

a) se , allora esistono un intorno U di ( ) ( ) 00P 00 ≠⇒≠∇ PFF y ( )00 , zx  ed un intorno V di  
tali che  

0y

 
( ) ( ) V,!U, ∈=∃∈∀ zxfyzx  per cui risulta  ( )( ) 0,,, =zzxfxF  

 
f  è di classe C1(U) e le derivate parziali di  f, ammessa l’esistenza, si deducono applicando il 
teorema di derivazione composta all’equazione ( )( ) 0,,, =zzxfxF , ovvero dalle relazioni  
 

0=
∂
∂

+
x
fFF yx     e       0=

∂
∂

+
z
fFF yz    

 
b) se , allora esistono un intorno U di ( ) ( ) 00P 00 ≠⇒≠∇ PFF x ( )00 , zy  ed un intorno V di  

tali che  
0x

 
( ) ( ) V,!U, ∈=∃∈∀ zyfxzy    per cui risulta  ( )( ) 0,,, =zyzyfF  

 
f  è di classe C1(U) e le derivate parziali di  f, ammessa l’esistenza, si deducono applicando il 
teorema di derivazione composta all’equazione ( )( ) 0,,, =zyzyfF , ovvero dalle relazioni  
 

0=
∂
∂

+
y
fFF xy       e      0=

∂
∂

+
z
fFF xz . 

 
Si osservi che se F è di classe C2(U) allora f è di classe C2(U) inoltre risulta 
 

( )
( ) ( )[ ]xxzzxzxzzx

z

FFFFFFF
Fx

f 22
32

2

21
+−−=

∂
∂  

 

( )
( ) ( )[ ]yyzzyzyzzy

z

FFFFFFF
Fy

f 22
32

2

21
+−−=

∂
∂ . 

 
Analogamente si dimostra il seguente 
 
TEOREMA 11.2 (di Dini in R2) 
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Sia A un aperto di R2 e sia F una funzione di classe C1(A). Se in ( ) A,P 000 ∈= yx  risulta  
( ) 0P0 =F  e ( ) 0P0 ≠∇F  

allora esiste un intorno di  nel quale l’insieme degli zeri di F è il grafico di una funzione. 0P
In particolare se ( ) 0P0 ≠∇F ( ) 0P0 ≠⇒ yF , allora esistono un intorno U di  ed un intorno V di 

 tali che  
0x

0y
( ) V!U ∈=∃∈∀ xfyx    per cui risulta   ( )( ) 0, =xfxF . 

Inoltre  C∈f 1(U) e 

( ) ( )
( )P
P

y

x

F
F

xf −=′     dove    ( )( ).,P xfx=  

 
La derivata di f, si deduce applicando il teorema di derivazione composta all’equazione 

, ovvero dalla relazione ( )( ) 0, =xfxF
 

( ) ( ) ( ) 0PP =′+ xfFF yx . 
 

Se ( ) 0P0 ≠∇F ( ) 0P0 ≠⇒ xF , allora esistono un intorno U di  ed un intorno V di  tali che  0y 0x
 

( ) V!U ∈=∃∈∀ yfxy     per cui risulta    ( )( ) 0, =yxfF . 
 

Inoltre  C∈f 1(U) e la derivata di f , ammessa l’esistenza, si deduce applicando il teorema di 
derivazione composta all’equazione ( )( ) 0, =xfxF , ovvero alla relazione 
 

( ) ( ) ( ) 0PP =+′ yx FyfF . 
 

Un’applicazione importante del teorema di Dini per le funzioni implicite, è quella relativa alla 
ricerca di condizioni sufficienti affinché un sistema di equazioni qualsiasi definisca (in un intorno di 
un punto che lo soddisfa) alcune incognite che in esso compaiono in funzione delle altre. Per fissare 
le idee consideriamo il caso più semplice cioè quello di un sistema della forma 
 

( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

0,,
0,,

zyxG
zyxF

 

 
TEOREMA 11.3  
 
Siano A un aperto di R3, F e G due funzioni di classe C1(A). Se in ( ) A.,P 0000 ∈= zyx  risulta 

 
( ) ( ) 0P,0P 00 == GF  

 
e 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) 0

,
,,

,
,,

,
,PP ≠⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=∇∧∇
yx
GF

xz
GF

zy
GFGF  

 
Allora esiste un intorno di  nel quale l’insieme degli zeri comuni di F e G è la traiettoria 
descritta da una curva regolare. In particolare se la condizione 

0P
( ) ( ) 0PP 00 ≠∇∧∇ FF  implica  
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( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) 0P

PGP
PP

,
,

0
0z0

00 ≠−==
∂
∂

yzzy
y

zy GFGF
G

FF
zy
GF  

 
allora esiste una curva regolare α ( ) ( ) ( )( )xzxyxx ,,= , definita in un intorno di tale che  0x
 

( ) ( )( 0,, ) =xzxyxF     e     ( ) ( )( ) 0,, =xzxyxG . 
 

Dimostrazione. 
Osservato che  

( )( ) ( ) 0P0P 00 ≠⇒≠− zyzzy FGFGF    oppure   ( ) 0P0 ≠zG , 
è lecito supporre ( ) 0P0 ≠zF . 
Essendo  e ( ) 0P0 =F ( ) 0P0 ≠zF , per il teorema di Dini, esiste un intorno di 0P  

 
AVU ⊂×    dove    [ ] [ ]δδδδ +−×+−= 0000 ,,U yyxx    e   [ ]hzhz +−= 00 ,V  

 
tali che 
 

( ) ( ) V,!U, ∈=∃∈∀ yxfzyx    per cui risulta   ( )( ) 0,,, =yxfyxF . 
 
Inoltre F è di classe C1(U) ed in particolare è 

( ) ( )
( )0

0
00 P

P
,

z

y

F
F

yx
y
f

−=
∂
∂  

Sia 
( ) ( )( ) ( ) U,,,,, ∈∀= yxyxfyxGyxg . 

Essendo 
( ) ( )( ) ( ) 0P,,,, 0000000 === GyxfyxGyxg  

 

( ) ( ) ( )( ) 0P
P

1, 0
0

00 ≠−−= yzzy
z

y GFGF
F

yxg  

 
segue che la funzione ( )yxg ,  soddisfa le ipotesi del teorema di Dini, pertanto esiste un intorno U’ 
di : U’( )00 , yx [ ] [ U,',' 0000 ⊂]+−×+−= kykyxx δδ  tale che per ogni [ ]',' 00 δδ +−∈ xxx  esiste 
un unico valore di ( ) [ kykyxyy ]+−∈= 00 ,  per il quale, posto ( ) ( )( )xyxfxz ,= , risulta  

 
( )( ) ( ) ( )( ) 0,,, == xzxyxGxyxg . 

 
Inoltre y è di classe C1. Quindi nei punti della curva regolare  
 

α ( ) ( ) ( )( ) [ ]kxkxxxzxyxx +−∈= 00 ,,,  
risulta 

( ) ( )( ) 0,, =xzxyxF     e    ( ) ( )( ) 0,, =xzxyxG . 
 

Ovviamente il vettore  
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( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=∇∧∇
yx
GF

xz
GF

zy
GFGF

,
,,

,
,,

,
,PP  

è tangente ad α  in P( )x ( ) ( )( ).,, xzxyx=  Pertanto  
 

( )
( )

( )
( )

( )
( )yx

GF
zz

xz
GF
yy

xy
GF
xx

,
,

,
,

,
,

000

∂
∂
−

=

∂
∂
−

=

∂
∂
−

 

 
è l’equazione della retta tangente alla curva α ( )x  in ( ) ( )( ) ( )0000000 ,,,,P zyxxzxyx == ; 
 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0

,
,

,
,

,
,

000 =−
∂
∂

+−
∂
∂

+−
∂
∂ zz

yx
GFyy

xz
GFxx

zy
GF  

 
è l’equazione del piano normale alla curva α ( )x  in ( ) ( )( ) ( )0000000 ,,,,P zyxxzxyx ==  cioè del 
piano normale alla retta tangente ad α  in  ( )x 0P .
Si osservi che la derivata  e , ammessa l’esistenza, si deducono applicando il teorema di 
derivazione delle funzioni composte alle equazioni  

( )xy′ ( )xz′

 
( ) ( )( ) 0,, =xzxyxF     e    ( ) ( )( ) 0,, =xzxyxG  

 
ovvero risolvendo il sistema  
 

    0=′+′+ zFyFF zyx  
.0=′+′+ zGyFG zyx  

 
Inoltre si osservi che:  

a) se la condizione ( ) ( ) 0PP 00 ≠∇∧∇ GF implica 
 

( )
( ) ( ) 0

,
,

≠−=
∂
∂

zxxz GFGF
xz
GF  

 
allora esiste una curva regolare β ( ) ( ) ( )( )yzyyxy ,,= , definita in un intorno di , tale che  0y
 

( ) ( )( ) 0,, =yzyyxF  e    ( ) ( )( ) .0,, =yzyyxG  
 

 b)    se la condizione ( ) ( ) 0PP 00 ≠∇∧∇ GF  implica 
 

( )
( ) ( ) 0

,
,

≠−=
∂
∂

xyyx GFGF
yx
GF  

 
allora esiste una curva regolare γ ( ) ( ) ( )( )zzyzxz ,,= , definita in un intorno di , tale che  0z
 

( ) ( )( ) 0,, =zzyzxF     e    ( ) ( )( ) .0,, =zzyzxG  
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TEOREMA 11.4 (delle funzioni implicite): un caso particolare 

 
Consideriamo il sistema (di due equazioni e quattro incognite) 
 

⎩
⎨
⎧

=
=

0),,,(
0),,,(

vuyxG
vuyxF

                                                               (1) 

 
Dove le funzioni F e G sono definite in un aperto Ω CIR4 che include il punto per il 
quale  

),,,( 0000 vuyx

 
F = 0 e G = 0. ),,,( 0000 vuyx ),,,( 0000 vuyx

 
Se F e G sono di classe C(1) in un intorno del punto  e se nel 
punto risulta 

),,,( 0000 vuyx
),,,( 0000 vuyx

  

0
),(
),(
≠

∂
∂

yx
GF                                                                  (2) 

 
allora nel suddetto intorno esiste un intorno di nel quale il sistema (1) può essere 
risolto rispetto ad x e y. 

),,,( 0000 vuyx

Le funzioni e soluzioni del sistema (1), in un opportuno intorno di 
sono di classe C

),( vuxx = ),( vuyy =
),( 00 vu (1) e risulta (vedi osservazione seguente) 

 

),(
),(
),(
),(

yx
GF
yu
GF

u
x

∂
∂
∂
∂

−=
∂
∂   

),(
),(
),(
),(

yx
GF
ux
GF

u
y

∂
∂
∂
∂

−=
∂
∂  

                                                          (3) 
                                                

),(
),(
),(
),(

yx
GF
yv
GF

v
x

∂
∂
∂
∂

−=
∂
∂   

),(
),(

),(
),(

yx
GF
vx
GF

v
y

∂
∂
∂
∂

−=
∂
∂  

 
Osservazione 
Nelle espressioni precedenti il denominatore è lo jacobiano di F e G rispetto alle variabili 
dipendenti x e y; il numeratore è lo jacobiano che si ottiene da quello del denominatore sostituendo 
la variabile indipendente che si deriva con la variabile rispetto alla quale si sta derivando. 
 
Derivando il sistema (1) rispetto ad u e v, supponendo ),( vuxx = e ),( vuyy = , si evince 
 

),(
),(

),(
),(

),(
),(

vu
yx

yx
GF

vu
GF

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂      da cui  

),(
),(

),(
),(

),(
),(

yx
GF

vu
GF

vu
yx

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂      (4) 
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Se si suppone che il sistema (1) sia risolvibile rispetto ad u e v in funzione di x e y allora 
 

),(
),(

),(
),(

),(
),(

vu
GF

yx
GF

yx
vu

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ . (*) 

In particolare se il sistema  
 

⎩
⎨
⎧

=
=

),(
),(

vuyy
vuxx

  ovvero      
⎩
⎨
⎧

=−=
=−=

0),(),,,(
0),(),,,(

vuyyvuyxG
vuxxvuyxF

 
è risolvibile rispetto ad u e v in funzione di x e y, allora tenuto presente che  
 

1
10
01

),(
),(

==
∂
∂

yx
GF    e    

),(
),(

),(
),(

vu
yx

vu
GF

∂
∂

=
∂
∂  

 
dalla (*) si evince 
 

),(
),(

1
),(
),(

vu
yxyx

vu

∂
∂

=
∂
∂      quindi    1

),(
),(

),(
),(

=
∂
∂

∂
∂

vu
yx

yx
vu  

  
Osservazione 
Derivando il sistema (1) rispetto ad u e v (variabili indipendenti) si ha: 
 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

u
G

u
y

y
G

u
x

x
G

u
F

u
y

y
F

u
x

x
F

  ⇒
⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

y
G

x
G

y
F

x
F

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

−

∂
∂

−

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

u
G

u
F

u
y

u
x

 

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

v
G

v
y

y
G

v
x

x
G

v
F

v
y

y
F

v
x

x
F

  ⇒
⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝
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da cui 
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L’equazione matriciale precedente, passando ai determinanti, definisce la (4). 
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Si osservi che le (3) si ottengono risolvendo i sistemi precedenti con la regola di Kramer. 
 
12. TRASFORMAZIONI INVERTIBILI DA  IN  2ℜ 2ℜ

 
 

Siano  e ( )yGz = ( )xFy =  due applicazioni da  in  dove 2ℜ 2ℜ ( )21, zzz = ,  e 
 con  

( )21, yyy =
( 21 , xxx = )
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Supponiamo che ( ) ( ) GDomyyFDomxx    ∈⇒∈ 2121 ,,  e che F e G siano di classe . Allora 
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e il teorema di derivazione delle funzioni composte fornisce le relazioni 
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Le relazioni precedenti sono equivalenti all’equazione matriciale 
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da cui, tenuto presente che è ( ) 1211 , zyyg =  e ( ) 2212 , zyyg = , si ottiene 
 

( )
( )

( )
( )

( )
( )21

21

21

21

21

21

,
,

,
,

,
,

xx
yy

yy
zz

xx
zz

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

. 

 
Se F è invertibile e G l’inversa di F allora ( )[ ] xxFGz ==     cioè  
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allora 
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In questo caso risulta 
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da cui 
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Si dimostra che il non annullarsi del determinante 
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è condizione necessaria e sufficiente per garantire l’invertibilità del sistema 
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